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Aufgabe 1 [Ideales Gas in einer Kugel] (3 Pkt.)

Wir betrachten quantenmechanisch ein ideales Gas bestehend aus N Teilchen,
welches in einer Kugel mit Radius R eingeschlossen ist. Betrachte dabei die
Kugel als einen kugelférmigen Potentialtopf

V@) - {o (r=12<R) W

oo (sonst)

Der Radialteil der Schrédingergleichung in einer solchen Kugel wird geldst durch
R(r) = Aji(kr), r <R, (2)

wobei j; sphérische Besselfunktionen sind und der zugehorige Energieeigenwert
durch E = h?k? /2m gegeben ist. Bestimme den Druck als die verallgemeinerte
Kraft zugehorig zur extensiven Zustandsgrofie V, d.h. iiber

_ 0E.(V)
T v (3)

als Funktion von E und V.
Hinweis: Verwende die Nullstellen X,,; der Besselfunktionen, um die quantisier-
ten Impulse der einzelnen Teilchen zu bestimmen.

Aufgabe 2 [Gibbssches Paradozon) (1+1+1+2=5 Pkt.)
Im Skript, Kapitel 1.7, Gl. (25) wurde der Faktor 1/N! eingefiihrt, um die mehr-
fache Z&hlung von Permutationen der Impulsvektoren ki, ..., ky in der Sum-

mation herauszudividieren und so der Ununterscheidbarkeit der Gasteilchen
Rechnung zu tragen. Ohne Verwendung feldtheoretischer Methoden oder der
Quantenmechanik ist die Einfithrung dieses Faktors jedoch schwer zu motivie-
ren. Dies fithrt zum nach seinem Entdecker benannten Gibbsschen Paradoxon,
welches im Folgenden genauer studiert wird.

(i) Gib die mikrokanonische Zustandssumme Q(E,V,N) und die Entropie
S(E,V, N) des idealen Gases fiir die naive klassische Rechnung an, d.h. oh-
ne den in der Vorlesung verwendeten Gibbs-Faktor 1/N!. Ersetze E in
S(E,V,N) durch T mithilfe der aus der Vorlesung bekannten Relation fiir
das ideale Gas.

(ii) Wir betrachten nun die Durchmischung zweier idealer Gase (entsprechend
mit A bzw. B gekennzeichnet), die aus den gleichen ein-atomigen Gas-
teilchen bestehen. Wir nehmen an, dass beide Gase sich in geschlossenen
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Behéltern mit Volumina V4 und Vg befinden, die nur durch eine Wand
voneinander separiert sind. Das Gesamtsystem ist abgeschlossen und beide
Gase haben dieselbe Temperatur T" und denselben Druck p, aber vonein-
ander verschiedene Teilchenzahlen N4 und Ng. Nach Entfernen der Wand
durchmischen sich beide Gase und verteilen sich iiber den ganzen Behiilter.
Berechne den Entropiezuwachs AS nach erneutem Erreichen des Gleich-
gewichtszustands, der durch die Durchmischung von Gas A mit Gas B
entsteht, unter Verwendung deiner Resultate aus Aufgabe (i).

Hinweis: Du kannst annehmen, dass die Temperatur sowie der Druck kon-
stant bleibt.

(iii) Berechne nun den Entropiezuwachs in demselben Versuchsaufbau, indem
du die Formeln fiir die mikrokanonische Zustandssumme 2 und die Entro-
pie S aus der Vorlesung verwendest, d.h. indem du die Ununterscheidbar-
keit der Gasteilchen respektierst.

(iv) Informiere Dich iiber das Gibbsche Paradoxon und diskutiere im Hinblick
darauf die Unterschiede in den Resultaten aus (ii) und (iii), auch in Be-
zug auf die auftretenden extensiven und intensiven ZustandsgroBen. Was
wiirde sich qualitativ &ndern, wenn in den vorherigen Aufgaben Gas A
und Gas B aus verschiedenartigen, ein-atomigen Gasteilchen bestehen?

Aufgabe 3 [Teilsystem von harmonischen Oszillatoren) (3+2=5 Pkt.)

Wir betrachten ein System A, welches aus N4 klassischen, eindimensionalen,
nicht miteinander wechselwirkenden, harmonischen Oszillatoren mit Masse m
und Frequenz w besteht.

(i) Berechne die mikrokanonische Zustandssumme Q4 (E4, N4) und die Entro-
pie S4 fiir Ng » 1. Zeige auflerdem, dass fiir die Temperatur
~ Naky

T (4)

gilt.

System B ist eine dreidimensionale Box mit Volumen Vg, in der sich ein
freies Gas mit Np Teilchen befindet. Die beiden Systeme A und B werden nun
zu einem Gesamtsystem verbunden. Hierbei kénnen die Teilsysteme Wérme
austauschen, aber das Gesamtsystem ist thermisch isoliert. Die Energie des Ge-
samtsystems ist die Summe der Energien der Teilsysteme, d.h. £ = E4 + Ep.
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(ii) Berechne die Mischtemperaturen T4 und 75 der Systeme im Gleichge-
wicht. Bemerkung: Das FErgebnis kann im Rahmen des Gleichverteilungs-
satzes interpretiert werden, welcher die Verteilung der Gesamtenergie auf
die Finzelenergiebeitrige im System beschreibt.

Aufgabe 4 [Temperatur und Magnetisierung von Spins] (2+3+1+1=7 Pkt.)

In dieser Aufgabe betrachten wir ein System von N Spins o;, welche nur mit
einem externen Magnetfeld h interagieren. Dies ist der Spezialfall J = 0 des
eindimensionalen Isingmodells, welches auf Ubungsblatt 3 behandelt wurde. Das
System hat die Hamiltonfunktion

N
H=-h) o (5)
i=1

wobei die Spins die Werte o; = +1 annehmen koénnen. Der Logarithmus der
mikrokanonischen Zustandssumme ist

N FE N FE N FE N FE

(6)

(i) Berechne die Temperatur T(E, h, N). Was passiert fiir £ > 0?7 Interpre-
tiere deine Ergebnisse. Skizziere sowohl die Temperatur 7" also auch die
inverse Temperature 8 = 1/T als Funktion von E.

(ii) Benutze das vorherige Ergebnis um die Energie E als Funktion von T und
h auszudriicken. Berechne damit die Magnetisierung

1 0B,
©V on Q
als Funktion von T und h. Skizziere M als Funktion von h/(kgT).

(iii) Stelle wie in der Vorlesung in Kapitel 1.9.2. einen Ausdruck zur Berech-
nung von M auf, der auf einer Ableitung der Entropie basiert. Verizifiziere
damit dein Ergebnis fiir M aus (ii).

(iv) Berechne die Arbeit, die am System verrichtet wird, wenn das Magnetfeld
von h = hgy auf h = 0 abgesenkt wird und die Temperatur dabei konstant
gehalten wird. Nimm dabei an, dass der Prozess quasistatisch erfolgt und
ho/(kpT) » 1. Berechne aulerdem die Wirme, die dem System zugefiihrt
werden muss, um die Temperatur konstant zu halten. Was wiirde passie-
ren, wenn das System wihrend der Magnetfeldédnderung thermisch isoliert
ist?
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