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Aufgabe 1 [Der Gleichverteilungssatz ] (3+1=4 Pkt.)

Mit dem kanonischen Zugang kann man den Gleichverteilungssatz zeigen, wel-
cher bereits in der Diskussion von Aufgabe 3 auf Blatt 4 erwähnt wurde. Der
Gleichverteilungssatz ist ein Satz aus der statistischen Mechanik und besagt für
ein System mit Hamiltonfunktion H “ Hpq1, . . . , qf , p1, . . . , pf q, dass

Ğ

zi
BH

Bzi
“ kBT, zi P tq1, . . . , qf , p1, . . . , pfu (1)

wobei Ď den Mittelwert im kanonischen Ensemble bezeichnet. Als Spezialfall
kann man ableiten, dass jeder Energiebeitrag in H, der quadratisch im Frei-
heitsgrad zi ist, dieselbe mittlere Energie kBT {2 zugeordnet bekommt.

(i) Zeige den Gleichverteilungssatz, indem du den kanonischen Ensemblemit-
telwert aus Gleichung (1) berechnest.
Hinweis: Nimm an, dass die Randbedingung zi exp p´βHq |zi“˘8 “ 0 gilt.
Dies ist für viele physikalisch relevante Systeme, wie den harmonischen
Oszillator oder ein Kastenpotential, erfüllt.

(ii) Betrachte eine beispielhafte Hamiltonfunktion H “ p2{2m ` V pxq “

p2{2m ` mω2x2{2 und berechne die mittlere kinetische sowie die mittlere
potentielle Energie des Systems. Was ändert sich, wenn V pxq “ λx4{4?

Aufgabe 2 [Ultrarelativistisches Gas] (2+1+2+2+1=8 Pkt.)

In dieser Aufgabe betrachten wir ein Beispiel, welches illustriert inwiefern sich
der Aufwand einer mikrokanonischen und einer kanonischen Rechnung unter-
scheiden kann. Wir betrachten N ununterscheidbare Teilchen eines ultrarelativi-
stischen Gases, welches wir klassisch (also nicht quantenmechanisch) behandeln.
Die Teilchen sind in diesem Limes masselos und bewegen sich mit Lichtgeschwin-
digkeit. Die Hamiltonfunktion des Systems ist

H “

N
ÿ

i“1

|p⃗i|c, (2)

wobei p⃗i der Impuls des i-ten Teilchens ist und c die Lichtgeschwindigkeit.
Im ersten Teil der Aufgabe versuchen wir den Lösungsweg zur mikrokanoni-

schen Berechnung nachzuvollziehen. Um die mikrokanonische Zustandssumme

ΩpE, V,Nq “
BΦpE, V,Nq

BE
δE (3)
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zu berechnen benötigen wir einen Ausdruck für das Phasenraumvolumen

ΦpE, V,Nq “
1

p2πh̄q3NN !

ż

HďE

d3Nq d3Np (4)

als Funktion der Energie.

(i) Reduziere den Ausdruck für Φ in Gl. (4) auf

ΦpE, V,Nq “ ϕpE, V,Nq IN “ ϕpE, V,Nq

ż

řN
n“1 xnď1
xně0 @ n

N
ź

n“1

dxn x
2
n, (5)

wobei ϕpE, V,Nq ein zu bestimmender Vorfaktor ist, in dem kein Integral
mehr auftritt.

(ii) Skizziere das Integrationsvolumen in IN für N “ 2 und N “ 3. Argu-
mentiere warum diese Integration herausfordernder als das auftretende
Impulsintegral in der mikrokanonischen Zustandssumme des idealen Ga-
ses ist.

(iii) Berechne nun die mikrokanonische Zustandssumme und zeige, dass die
Entropie

SpE, V,Nq “ NkB

«

1 ` ln

˜

V

N

1

2π2

ˆ

E

h̄c

˙3
¸ff

` kB lnpIN q (6)

für δE ! E und N " 1 beträgt. Berechne weiterhin die Temperatur
als Funktion der Energie und den Druck als Funktion der Temperatur.
Welche Größe kann man nicht ohne genaue Kenntnis des Wertes von IN
berechnen?

Nun wollen wir die mittlere Energie und den Druck über den kanonischen
Zugang berechnen.

(v) Berechne die kanonische Zustandssumme

Zpβ, V,Nq “
1

p2πh̄q3NN !

ż

d3Nq d3Np exp p´βHq . (7)

(vi) Verwende die kanonische Zustandssumme um Druck und mittlere Energie
als

p “
NkBT

V
und E “ 3NkBT (8)

zu berechnen. Vergleiche mit deinen Ergebnissen der mikrokanonischen
Rechnung.

Aufgabe 3 [Ensemblemittelwerte als Ableitung der Großkanonischen Zu-
standssumme] (2+2=4 Pkt.)
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In Kapitel 1.14 wurde die Zustandssumme des großkanonischen Ensembles

Y pT, V, µq “
ÿ

r

e´βpEr´µNrq (9)

als Summe über alle Mikrozustände r eingeführt. Ensemblemittlewerte berech-
nen sich in gewohnter Weise über die Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr der Mi-
krozustände, d.h. über

X “
ÿ

r

PrXr “
1

Y pT, V, µq

ÿ

r

Xr e
´βpEr´µNrq, (10)

wobei hier Pr aus Kapitel 1.14 eingesetzt wurde.

(i) Zeige dass sich der Ensemblemittlewert der Energie, gegeben durch Glei-
chung (10), berechnen lässt durch

EpT, V, µq “ ´
B lnY pT, V, µq

Bβ
`

µ

β

B lnY pT, V, µq

Bµ
. (11)

(ii) Zeige nun, dass sich die Ensemblemittelwerte P pT, V, µq und NpT, V, µq

berechnen lassen durch

P “
1

β

B lnY pT, V, µq

BV
, (12)

N “
1

β

B lnY pT, V, µq

Bµ
. (13)

Wie würde sich eine allgemeine verallgemeinerte Kraft Xj ‰ µ (da µ im
großkanonischen Ensemble durch das äußere Teilchenbad vorgegeben ist)
zugehörig zu dem äußeren Parameter xj berechnen lassen?

Aufgabe 4 [Das ideale Gas im großkanonische Ensemble] (2+2=4 Pkt.)

Wir betrachten ein ideales Gas bestehend aus klassischen, nichtrelativistischen
Punktteilchen im Volumen V bei Temperatur T und chemischem Potential µ
im großkanonischen Ensemble.

(i) Berechne die großkanonische Zustandssumme Y pT, V, µq für dieses System.

(ii) Berechne mithilfe der großkanonischen Zustandsumme NpT, µq, EpT, µq,
P pT, µq. Stelle dein Ergebnis für N nach µ um und vergleiche den Aus-
druck mit dem Ergebnis für µpT, V,Nq aus einer kanonischen Rechnung.
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