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Aufgabe 1 [Thermodynamische Potentiale und Mazwell-Relationen] (1+1+1=3
Pkt.)

Wir betrachten erneut die bekannte Hamilton-Funktion
N
H=-h» o (1)
i=1

des nicht-interagierenden Spinmodells, wie es bereits auf vorherigen Ubungblittern
besprochen wurde. Das System besteht aus N Spins o; = £1, welche nur mit
dem externen Magnetfeld h interagieren. Wir betrachten die Anzahl N der Spins
als konstant, aber das magnetische Moment des Systems m = M N als Variable.

(i) Driicke die totalen Differentiale der thermodynamischen Potentiale F, F, H, G
durch die Differentiale ihrer natiirlichen Variablen aus.

(ii) Stelle die aus den obigen Differentialen resultierenden Maxwellrelationen
auf.

(iii) Berechne, ausgehend von F(T,h) = —kpTIn Z(T,h) und unter Verwen-
dung einer Legendre-Transformation, einen geschlossenen Ausdruck fiir
die freie Enthalpie G(T,m).

Aufgabe 2 [Joule-Thomson-Effekt] (2+2+2+2=8 Pkt.)

Wir betrachten die Temperaturinderung eines Gases bei einer isenthalpen Druck-
dnderung (dH = 0) mit konstanter Teilchenzahl N. Dies kann z.B. realisiert
werden, indem ein thermisch isoliertes Gas durch einen portsen Stopfen ge-
presst wird, wobei vor dem Stopfen der Druck P; und hinter dem Stopfen der
Druck P, vorliegt. Das Volumen des durch den Stopfen gepressten Gases ist V3
vor und V5 hinter dem Stopfen. Damit wird am Gas die Arbeit PV, — P15
verrichtet. Aufgrund der thermischen Isolierung folgt Ey = Ey + PiVy — PVs.
Da H = E + PV gilt, bleibt die Enthalpie offensichtlich konstant. Laut der
originalen Publikation (1852) von Joule und Thomson, in der der Effekt erst-
mals gefunden wurde, ist dies technisch realisiert worden, indem Luft durch ein
langes, thermisch isoliertes Rohr mit einer Blende auf halber Strecke gepumpt
wurde. Die Luft zeigte nach diesem Prozess eine leichte Abkiihlung.

Die Stérke und Richtung der Temperaturédnderung wird durch den sogenann-
ten Joule-Thomson-Koeffizienten

KT = (;Z)H (2)
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beschrieben. Ein Wert py1 > 0 bedeutet, dass die Temperatur bei Druckverrin-
gerung sinkt, pyr < 0 hingegen, dass sie steigt.

(i) Zeige, dass
%4
=—Ta-1 3
ftyT CP( a—1), (3)
wobei hier der thermische Ausdehnungskoeffizient aV = (g—;) p auftritt.

Hinweis: Mazwell-Relationen sind hilfreich. Verwende nach geeigneten Um-
formungen dH = 0, um pyr 2u bestimmen.

(ii) Zeige fiir das van-der-Waals Gas, dass

1 NkgT
= — —_— . 4
BT ch (P— 1},/22(1 V) (4)

Verwende die genéherte thermische Zustandsgleichung

N2 N2
d.h. vernachléssige den Term, der proportional zu dem Produkt der Kor-
rekturparameter ab ist.

(iii) Betrachte im Folgenden eine geringe Dichte, d.h. entwickele pyr (Gl ()
bis zur ersten Ordnung in den kleinen GroBen NZ2a/(PV?) und Nb/V.
Beachte, dass T' von P und V abhéngt, d.h. driicke T vor der Entwick-
lung durch P und V aus. Unter welcher Bedingung sinkt die Temperatur
bei isenthalper Druckverminderung, d.h. wann ist gyt > 07 Bei welcher
Temperatur ist pyr = 07

Bemerkung: Wie auf dem letzten Blatt besprochen, ist das van-der- Waals
Gas in der beschriebenen Niherung in vielen Aspekten nah am idealen
Gas. Dennoch fihrt das Zulassen obiger Korrekturen zu physikalisch rele-
vanten Effekten.

(iv) Infomiere dich iiber den Joule-Thomson-Effekt bei van-der-Waals Gasen
und bei realen Gasen. Erldutere, warum der Joule-Thomson Effekt unter
bestimmten Bedingungen zu Temperaturverminderung fithrt, unter an-
deren hingegen zur Temperaturerhohung. Berechne anschliefend pjyr fiir
das ideale Gas und interpretiere dein Ergebnis vor dem Hintergrund deiner
Recherche.

Aufgabe 3 [Gibbs-Duhem Relation)] (3 Pkt.)

In dieser Aufgabe leiten wir die Gibbs-Duhem-Relation her, welche bereits im
Skript genannt wurde, um zu motivieren, dass der Versuch einer Legendre-
Transformation der freien Enthalpie beziiglich N kein weiteres thermodyna-
misches Potential ergeben kann.

Der Ausgangspunkt der Herleitung ist die Tatsache, dass unter Skalierung
der extensiven Grolen F, V, N eines dadurch vollstindig beschriebenen Systems
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um einen Faktor « die Entropie (sowie alle weiteren extensiven Grofien) glei-
chermaflen skaliert, d.h.

S(aE,aV,aN)=aS(E,V,N). (6)
Benutze Gl. @ um zunéchst die Euler-Gleichung
E=TS—- PV +uN (7)
und damit die Gibbs-Duhem Relation
G =uN (8)

herzuleiten. Verwende die Gibbs-Duhem-Relation um zu argumentieren, dass
eine Legendre-Transformation der freien Enthalpie beziiglich N nicht moglich
ist.

Aufgabe 4 [Clausius-Clapeyron-Gleichung] (3+2+1=6 Pkt.)

In dieser Aufgabe leiten wir die Clausius-Clapeyron-Gleichung her, welche einen
Zusammenhang zwischen der Steigung der Phasengrenze zweier Phasen eines
Stoffes in der P-T-Ebene und der sogenannten Umwandlungsenthalpie (auch
Umwandlungswérme) herstellt.

Wir betrachten einen Stoff, der sich in zwei Phasen A und B (dies kénnten
zum Beispiel fliissiges und gasférmiges Wasser sein) befinden kann. Die Teilchen
konnen zwischen den Phasen A und B wechseln. Der Druck P und die Tem-
peratur T ist dabei vorgegeben. Dies entspricht zwei Teilsystemen A und B,
die an ein Wéarme- und ein Volumenbad gekoppelt sind und die untereinander
Teilchen austauschen kéonnen. Damit gilt

TA:TB:T sowie PAZPB:P. (9)
Im Gleichgewicht liegt nach entsprechendem Teilchenaustausch auflerdem
pa(T, P) = up(T, P) (10)

vor (siehe hierzu z.B. Kapitel 1.9 im Skript).

Bemerkung: Man kinnte vermuten, dass die Gleichgewichtsbedingung GI. (10))
die kompliziertere Form pua(T,P,Na) = up(T,P,Ng) hat. Da allerdings das
chemische Potential eine intensive Grdfle ist und die Teilchenzahl die einzi-
ge extensive Griofle in der Liste der Zustandsvariablen ist, kann das chemische
Potential nicht von der Teilchenzahl abhingen. Damit folgt die genannte “ein-
fachere Gleichgewichtsbedingung” GI. .

(i) Leite ausgehend von Gl. die Clausius-Clapeyron-Gleichung
dP _ SA—SB q

— = = 11
dT'  wva—vp T(va—vB) (11)
her. Hierbei ist sx = Sx/Nx, vx = Vx/Nx und die sogenannte Um-
wandlungsenthalpie ¢ = T'(s4 — sp).

Wir betrachten nun eine konkrete Anwendung der Clausius-Clapeyron-Gleich-
ung. Wir betrachten Wasser in fliissiger und gasférmiger Phase — im Folgenden
durch fl und g bezeichnet. Wir nehmen an, dass sich das gasférmige Wasser wie
ein ideales Gas verhilt und die Umwandlungsenthalpie konstant ist.
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(ii) Verwende diese Annahmen um die Clausius-Clapeyron-Gleichung GI.
von einem Punkt Py, Ty nach P;,T7 zu integrieren und nimm dabei wei-
terhin an, dass vqg < vg. Verwende dein Ergebnis, um die Siedetemperatur
Ty als Funktion von Py, Ty und P; anzugeben.

(iii) Um die meisten Bakterien und Krankheitserreger in Wasser durch Erhit-
zen abzutéten, bendtigt man eine Temperatur von ca. 82°C. Uberpriife,
ob ein Bergsteiger auf dem Mount Everest gesammeltes Wasser noch ab-
kochen kann, damit dies sicher trinkbar ist. Verwende Py = 1013, 25hPa,
Ty = 373,15K, Pryerest = 314hPa und ¢ = 44kJ mol .

ExerciseHandler



