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Aufgabe 1 (8 + 6 + 3 + 1 4+ 4 = 22 Punkte)

Betrachte im Folgenden ein ideales Gas mit festgehaltener Teilchenzahl N im Rahmen der Ther-
modynamik.

(a) Berechne mit Hilfe des 2. Hauptsatzes die Abhéngigkeit der Entropie von der Energie E bei
festgehaltenem Volumen V. Betrachte dazu einen Prozess, bei dem Warme zugefiihrt und
das Volumen konstant gehalten wird. Die Zustandsgleichungen des idealen Gases kannst
Du bei Bedarf verwenden.

(b) Berechne mit Hilfe des 2. Hauptsatzes die Abhéngigkeit der Entropie vom Volumen V' bei
festgehaltener Energie E. Betrachte dazu einen Prozess, bei dem das Volumen verdndert
und die Energie konstant gehalten wird. Die Zustandsgleichungen des idealen Gases kannst
Du bei Bedarf verwenden.

(c) Zeige mit Hilfe Deiner Ergebnisse aus (a) und (b) das aus der Vorlesung bekannte Ergebnis
3Nkp

S(E,V,N) = In(E) + NkgIn(V) + ¢(N), (1)

wobei ¢(N) eine Funktion von N ist, d.h. nicht von E oder V' abhéngt.
(d) Was sind die natiirlichen Zustandsvariablen des thermodynamischen Potentials E.

(e) Gib, ausgehend von dE =T dS — P dV, einen Ausdruck fiir die Temperatur 7" an, der eine
Ableitung des thermodynamischen Potentials E enthélt. Benutze diesen Ausdruck sowie
Gleichung (1), um die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases abzuleiten.

Losung 1(a)

2. Hauptsatz: dS = dQqs/T.
Energieabhéngigkeit von S

S(E,V,N) = /dS = /d‘Qqs; = /dE 3]2\723 = 3]\;k3 In(E) + c1(V, N), (2)

wobei der 1. Hauptsatz dE = dWqs + dQ) s verwendet wurde, dWys = 0 aufgrund von V' = const
sowie die kalorische Zustandsgleichung E = 3NkgT /2.

Losung 1(b)
Volumenabhéngigkeit von S:
Nkp
S(E,V,N) = /dS _ /d‘Qqs 1 /dV /dV — NkpIn(V) + ea(E, N), (3)

wobei der 1. Hauptsatz dE = dWqs + dQqs verwendet wurde, dE = 0, dWys = —P dV sowie die
thermische Zustandsgleichung PV/T = Nkp.



Losung 1(c)

Vergleich der Ergebnisse fiir S aus (a) und (b) liefert z.B. ¢1(V, N) = NkgIn(V) 4+ ¢(N). Damit
ist Gleichung (1) gezeigt.

Losung 1(d)

E(S,V,N).

Losung 1(e)

Man kann direkt

ablesen.

Aus diesem Ausdruck folgt unmittelbar

1_ @ _ 3Nkp (5)
T \9E/)yy 2E

Dies entspricht der kalorischen Zustandsgleichung

NkgT
B3 ’;B. (6)

Aufgabe 2 (24 Punkte)

Betrachte ein klassisches ideales Gas, bestehend aus N Molekiilen, die ein nicht-verschwindendes
elektrisches Dipolmoment aufweisen, im Volumen V. Es liegt ein homogenes elektrisches Feld
E = (0,0, E) vor. Die Hamilton-Funktion fiir ein einzelnes Molekiil lautet damit

p?
H=—-E-d 7
2m ’ (7)
wobei d das Dipolmoment des Molekiils bezeichnet (|d| = const und gleich fiir alle Molekiile;
die Richtung von d ist nicht festgelegt, damit Teil der Freiheitsgrade des Systems und im Allge-
meinen von Molekiil zu Molekiil verschieden). Berechne die Orientierungspolarisation des Gases
P = (N/V)d als Funktion der Temperatur T
Hinweis: Da es sich in dieser Aufgabe um ein ideales Gas handelt, konnen Wechselwirkungen
zwischen den Molekiilen ignoriert werden. Des Weiteren sollen beim Léosen dieser Aufgabe die

kinetischen Rotationsfreiheitsgrade vernachlissigt werden, d.h. beim Aufstellen der kanonischen



Zustandssumme ist iber die Positionen und Impulse der Molekiile sowie gleichformig tber alle
Dipolausrichtungen zu integrieren.
Hinweis: Je nachdem, welchen Rechenweg Du wdhlst, kann das folgende Integral hilfreich sein:

1
/dfv re™ = — (ax — 1)e*” + const.
a

L6sung 2

Da die Molekiile nicht wechselwirken, reicht es aus, ein einzelnes Molekiil zu betrachten.

Das elektrische Dipolmoment kann durch zwei Winkel (¢, ¢) parametrisiert werden,
d = d(sin ¥ cos p, sin ¥ sin @, cos V).

Die kanonische Zustandssumme fiir ein Molekiil lautet damit

Z = #/d3 /d3 /dﬁ&nﬂ/%d(pexp( ﬁ(z—dEcomS)) (8)

wobei # ein irrelevanter Normierungsfaktor ist.

Im Ausdruck fiir das mittlere Dipolmoment treten der Normierungsfaktor und die Impuls- und
Ortsintegrale im Zé&hler und im Nenner auf und kiirzen sich damit. Es folgt

. 1 ™ 2m
d=— [ dav sinz?/ dp exp <ﬁ]d|Ec0819)d =
47 0 0
1 2 sinJ cos
7 d19 sinﬂ/ dp exp <,6’|d|Ecos 29) |d| | sindsing 9)
0 cos v
mit
™ 2m
A :/ dd sinﬁ/ dy exp <B|d|Ecos19>. (10)
0 0

d, = d, = 0 aufgrund des ¢-Integrals.
Substitution z = cos ). Damit dz = (d cos¥/d¥)d¥ = — sin ¥ dv. Es folgt

+1

, +1 2 4
Z = 277/_1 dx exp (B|d|E:U> = FldE exp <5|d] > » 6[d\Esmh <ﬁ|d|E> (11)




und

=7 Oﬂ 49 sind exp ([ﬂd\Ecosq?) dfcos i = 7 /T dz exp <B|d]E:c> dlz =
= Z/(257|T(|$E)2(B|d|E:n ~ 1) exp <,8|d|Ex> j _
— iy (U cosh(51dIE) — sinh(1d ) = 2 517 (B coth(sid ) 1) =
— |d| coth(Bld|E) — — (12)

BE’

Alternativ (und mathematisch wesentlich einfacher) kann d, auch iiber geeignetes Ableiten von
7' berechnet werden,

— 9 . 1
d: = 5 (Z) = |d|coth(Bld[B) — . (13)

Die Orientierungspolarisation ist gemif Aufgabentext P = (N/V)d.

Aufgabe 3 (3 + 8 + 6 + 5 = 22 Punkte)

Betrachte ein ideales nicht-relativistisches Quantengas ununterscheidbarer Teilchen mit Masse
m und Spin s in einem kubischen Volumen V = L3.

(a) Welche 1-Teilchen-Zustéinde sind méglich? Gib zur Beantwortung dieser Frage prézise an,
durch welche Quantenzahlen ein 1-Teilchen-Zustand eindeutig charakterisiert werden kann
und welche Werte fiir diese Quantenzahlen zuléssig sind.

(b) Betrachte in dieser Teilaufgabe den Spezialfall von N = 3 Teilchen mit Spin s = 1/2. Gib
den Entartungsgrad des Grundzustands an (Entartungsgrad = Anzahl linear unabhéngiger
Zustinde mit Grundzustandsenergie). Gib eine physikalisch zuléissige Grundzustandswel-
lenfunktionen ausgedriickt durch 1-Teilchen-Wellenfunktionen an (die Grundzustandswel-
lenfunktion muss nicht normiert werden).

(c) Erldutere das Konzept der Besetzungszahlen. Welche Werte kénnen Besetzungszahlen in
Abhéngigkeit von s annehmen? Erklidre, warum die Angabe von Werten fiir sdmtliche
Besetzungszahlen einen Zustand eindeutig charakterisiert.

(d) Betrachte erneut den Spezialfall aus Teilaufgabe (b) und gib eine Basis linear unabhéngiger
Zusténde an, die den Raum der entarteten Grundzustdnde aufspannen.
Hinweis: Hier ist es nicht erforderlich Wellenfunktionen hinzuschreiben. Die Angabe der
Besetzungszahlen fiir jeden der linear unabhdngigen Zustinde der Basis ist ausreichend.



Losung 3(a)

Quantenzahlen sind die diskreten Impulskomponenten p und die z-Komponente des Spins s,.
Werte fiir p:

p = (mh/L)n mit ng,ny,n, =1,2,...,00.

S, =—8,—s+1,...,4+s—1,s.

Losung 3(b)

Grundzustand fir N = 3: Zwei Teilchen im 2-fach entarteten 1-Teilchen-Grundzustand mit

Ny = ny = n, = 1, eines davon mit s, = —1/2, das andere mit s, = +1/2. Das dritte Teilchen
befindet sich im 6-fach entarteten 1. angeregten 1-Teilchen-Zustand mit n, = n, = 1, n, = 2
oder ny, =n, =1, ny, = 2 oder ny = n, = 1, n, = 2 sowie mit s, = —1/2 oder s, = +1/2.

Da die Teilchen nicht unterscheidbar sind, d.h. der Zustand vollstdndig antisymmetrisch unter
Teilchenvertauschung sein muss, ist der Entartungsgrad des Grundzustands fiir N = 3 ebenfalls
6. Mogliche Grundzustands-Wellenfunktion fiir N = 3:

0(1,2,3) = #(
+90(Q1,J,)(1)90(Q1,T)(2)90(Q2,¢) (3) — Plard) (3>¢(Q17T)(2)@(Q2,¢)(1)
+¢(a1,0) (2)(a1,1) 3)(a2,0) (1) = ©(a1,1) (2)(a1,1) (1) P(gs,1)(3)
(a1, 3)ai,n) (DP(a,)(2) = ©(ar,0) (D@(ai,1) (3)P(gs,1)(2)

) (14)

oder

¥(1,2,3) #ZSlgn )P(ar,h) (P(1) @ (a1 (P(2))@(qz,1) (P(3)) (15)

mit q; = (wvA/L)(1,1,1) und q2 = (7h/L)(1,1,2).

Lésung 3(c)

Fiir jeden moglichen 1-Teilchen-Zustand, charakterisiert durch p und s, (siehe Teilaufgabe (a)),
gibt es eine Besetzungszahl np, ). Diese Besetzungszahl gibt die Anzahl der Teilchen in diesem
1-Teilchen-Zustand an. Fiir Bosonen (ganzzahliger Spin) sind Werte 0,1,...,00 erlaubt, fiir
Fermionen (halbzahliger Spin) sind Werte 0,1 erlaubt. In der Natur kommen nur entweder
vollsténdig symmetrische (Bosonen) oder vollsténdig antisymmetrische (Fermionen) Zustédnde
vor, d.h. die Teilchen kénnen nicht unterschieden werden und bei Angabe von Werten fiir alle
Besetzungszahlen gibt es nur eine Moglichkeit einen Zustand z.B. in Form einer Wellenfunktion
zu notieren (bis auf eine physikalisch irrelevante Phase).



Losung 3(d)

Verwende die oben definierten q; = (wh/L)(1,1,1) und q2 = (wh/L)(1,1,2) sowie
qs = (7h/L)(2,1,1) und q4 = (7h/L)(1,2,1).

Es gibt 6 entartete Grundzusténde:

Ng,,| = 1, Ng; .+ = 1, ng,,; = 1, alle anderen Besetzungszahlen sind 0.
Ngi,l = 1, Ng; .+ = 1, ng,+ = 1, alle anderen Besetzungszahlen sind 0.
Ngi,, = 1, ng, .+ = 1, ng,,; = 1, alle anderen Besetzungszahlen sind 0.
Ngi,, = 1, Ng, 4 = 1, ng,+ = 1, alle anderen Besetzungszahlen sind 0.
Ng,,| = 1, Ng;+ = 1, nq,,; = 1, alle anderen Besetzungszahlen sind 0.

Ng,,| = 1, Ng; .+ = 1, ng,+ = 1, alle anderen Besetzungszahlen sind 0.

Aufgabe 4 (4 + 6 + 7 = 17 Punkte)

Beantworte die folgenden Fragen in kurzen aber prizisen Worten und/oder mit einzelnen re-
levanten mathematischen Ausdriicken oder Gleichungen. Mehr als drei oder vier inhaltsreiche
Sétze pro Teilaufgabe sind zur vollstdndigen und korrekten Beantwortung nicht erforderlich.

(a)

Wie viele Moglichkeiten gibt es, N unterscheidbare Spins, beschrieben durch die Variablen
Sn, n = 1,..., N, von denen jeder die Einstellméglichkeit s,, = 41 oder s, = —1 hat,
so anzuordnen, dass die Magnetisierung M = A zgzl sy, verschwindet (N ist eine gerade
Zahl)?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man im Gleichgewicht die Magnetisierung M = AN,
wenn die Spins weder untereinander, noch mit duleren Feldern wechselwirken?

Was versteht man unter Bose-Einstein-Kondensation? Diskutiere dabei insbesondere die
mittlere Besetzungszahl des 1-Teilchen-Grundzustands (fertige dafiir entweder eine saube-
re Skizze dieser Grofle als Funktion der Temperatur an, oder schreibe eine entsprechende
Gleichung nieder). Welche Ordnung hat der dabei auftretende Phaseniibergang, wenn man
diese mittlere Besetzungszahl als Ordnungsparameter sowie die heutzutage iibliche Klas-
sifizierung verwendet, und warum?

Hinweis: Beschrdinke Dich bei Deinen Erklirungen gegebenenfalls auf den Spezialfall ei-
nes nicht-relativistischen idealen Quantengases in einem kubischen Volumen (wie in der
Vorlesung ausfiihrlich besprochen). Verallgemeinerungen, wie in den Hausaufgaben gefragt,
miissen hier nicht erldutert werden.

Was versteht man im Kontext “idealer Quantengase” unter quantenmechanischen Virialko-
effizienten und was sagen diese aus? Unter welchen Bedingungen besitzen diese Aussagen
Giiltigkeit? Inwiefern unterscheiden sie sich qualitativ fiir Fermionen und Bosonen und
welche unterschiedlichen physikalischen Konsequenzen ergeben sich daraus (hier reicht es,
ein Beispiel zu nennen)?



Losung 4(a)

Anzahl der Moglichkeiten fiir M = 0:

N! N
(N)N2) P (N/2>' (16)

Wahrscheinlichkeit fiir M = AN:

1

o (17)

Losung 4(b)

Fir T < T, also unterhalb einer kritischen Temperatur, kommt es bei einem idealen Bose Gas
zu einer Anh&dufung der Teilchen im 1-Teilchen-Grundzustand, wihrend alle weiteren 1-Teilchen-
Zustande vergleichsweise diinn besetzt bleiben.

Saubere Skizze von Tig/N als Funktion von N oder

)\ 3/2
w_ J1-(£)" fwr<T, 18
N o fiir T > T,
Da mg/N der iibliche Ordnungsparameter ist und dieser im Phaseniibergang stetig ist, aber eine
unstetige Ableitung hat, ist der Phaseniibergang von 2. Ordnung.

Losung 4(c)

Die quantenmechanischen Virialkoeffizienten beschreiben Korrekturen zu den Zustandsgleichun-
gen des idealen Gases P = NkgT/V und E = 3NkgT /2. Diese Korrekturen sind proportional
zul/ vT3/2 (Angabe entsprechender Gleichungen aus der Vorlesung, z.B. Gleichungen (222) bis
(225) oder Teile davon, ist ebenfalls ausreichend), d.h. giiltig beziehungsweise gute Nidherungen
fiir hohe Temperaturen und geringe Dichten. Sie unterscheiden sich fiir Fermionen und Bosonen
im Vorzeichen. Z.B. ist bei vorgegebenem T, V und N der Druck eines idealen Bose-Gas ge-
ringer als der eines idealen Fermi-Gases, wohingegen der Druck eines klassischen idealen Gases
dazwischen liegt.

Aufgabe 5 (3 + 5 + 4 + 3 = 15 Punkte)

(a) Beschreibe in kurzen prizisen Worten und durch Angabe geeigneter mathematischer Aus-
driicke die Ehrenfest-Klassifizierung von Phaseniibergédngen.



(b)

()

(d)

Zeige unter Verwendung von dG = —SdT +V dP (G bezeichnet das Gibbs-Potential) und
der Duhem-Gibbs-Relation die Beziehung

8:;:_<§;>P o

(die Teilchenzahl N ist fest vorgegeben, d.h. unveréinderlich).

Setze mit Hilfe von Gleichung (19) die spezifische Wérme cp und das chemische Potential
u in Beziehung.

Welches charakteristische Verhalten muss die Observable cp bei Temperaturverdnderung
aufweisen, wenn eine Phasengrenze iiberschritten wird und der zugeordnete Phaseniiber-
gang nach der Ehrenfest-Klassifizierung von 2. Ordnung ist? Begriinde Deine Aussage.

Losung 5(a)

Fin Phaseniibergang ist von n-ter Ordnung, wenn

o"pa\ _ (9Mus
aTm>p‘<aTm>P 20)

fir m=0,...,n—1 und

(
(

0" pa 0"up
21
i), * (5 ), 1)

d.h. die n-te partielle Ableitung von p(7, P) nach T einen Sprung hat.

Losung 5(b)

Aus dem angegebenen dG folgt

oG
S=—(=—) . 22
(8T> , 22
Mit der Duhem-Gibbs-Relation G = pN () erhiilt man
S ou

Losung 5(c)

Die spezifische Wérme ist, wie in der Vorlesung diskutiert,

cp =

Cp T [0S



Einsetzen der in Teilaufgabe (b) gezeigten Beziehung liefert

po1(2) — (2 (25)
Pe2\ar ), ar? )

Losung 5(d)

2. Ordnung nach Ehrenfest:
Die 2. Ableitung von p muss am Phaseniibergang unstetig sein, d.h. einen Sprung aufweisen.
Gemifl dem Ergebnis aus Teilaufgabe (c) muss dieser Sprung auch in cp sichtbar sein.

10



