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In dieser Arbeit werden Eigenschaften von Resonanzen an einem eindimensionalen, quan-
tenmechanischen Problem untersucht. Hierzu wird die Schrödingergleichung mit der
Shooting-Methode numerisch gelöst und das Energiespektrum des Systems in Abhängig-
keit einer räumlichen Periode berechnet. Die prinzipielle Vorgehensweise zur Berechnung
von Resonanzmasse und Lebensdauer wird anhand der Lüscher-Methode präsentiert. Zu-
dem werden Gitterrechnungen am quantenmechanischen Problem durchgeführt und die
Schwierigkeiten dabei verdeutlicht.
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung
Der Begri� Resonanz kann in verschiedenen Bereichen der Physik angetro�en werden.
In der Quanten-Chromo-Dynamik versteht man unter einer Resonanz einen gebundenen
Zustand aus Teilchen, welcher nach einer bestimmten Zeit zerfällt. Relevante physikali-
sche Gröÿen wie Masse und Lebensdauer von Resonanzen lassen sich mit Simulationen
in der Gitter-QCD ermitteln. In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenschaften von
Resonanzen und die zur Erforschung verwendeten Methoden anhand eines eindimensio-
nalen, quantenmechanischen Problems, welches [1] entnommen wurde, untersucht.
Das Verfahren zur Bestimmung von Resonanzmasse und Lebensdauer ist die Lüscher-
Methode. Hierfür wird der Raum periodisiert und das Spektrum der Energieniveaus des
betrachteten Systems in Abhängigkeit der Periodenlänge benötigt.
In der Quanten-Mechanik kann dies durch Lösen der Schrödingergleichung berechnet
werden. Desweiteren wird das Problem mit Methoden, welche in der Gitter-QCD ver-
wendet werden, behandelt und die wesentlichen Schwierigkeiten dabei, durch Vergleich
mit den Verfahren aus der QM, hervorgehoben.
Die in [1] aufgeführten Ergebnisse werden reproduziert und ein weiteres, dort vorgestell-
tes Verfahren zur Ermittlung von Resonanzmassen aus dem Energiespektrum, welches
hier als �Histogramm-Methode� bezeichnet wird, angewendet.

Die Arbeit ist folgendermaÿen strukturiert:
Zunächst wird in Kapitel 2 erläutert, welche Bedeutung eine Resonanz in der QCD und
der QM hat, was diese charakterisiert und wie das Energiespektrum E(L), wobei L die
Periode des eindimensionalen Raumes bezeichnet, berechnet werden kann. Zudem wird
das quantenmechanische Problem harmonisch genähert und Überlegungen zu Parität und
Streuphase von Resonanzen angestellt. Anschlieÿend wird die Lüscher-Methode in einer
Dimension hergeleitet. Die hier verwendeten Herleitungen und Überlegungen beruhen
auf [1, 2, 3, 4, 5].
In Kapitel 3 wird die Shooting-Methode, mit welcher die Schrödingergleichung nume-
risch gelöst werden kann, die Histogramm-Methode und Rechnungen auf dem Gitter
eingeführt. Die Grundlagen hierfür stammen aus [1, 6, 7].
In Kapitel 4 werden die Ergebnisse präsentiert und ausgewertet. Abschlieÿend wird in
Kapitel 5 eine Zusammenfassung und ein Ausblick gegeben.

Es werden durchgehend die natürlichen Einheiten

c = 1, ~ = 1

verwendet. Da es in dieser Arbeit um Konzepte und nicht um deren Anwendungen auf
physikalische Beispiele geht, ist die einheitenlose Masse als Parameter nicht relevant und
wird an entsprechenden Stellen

m = 1

gesetzt.
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2 THEORIE

2 Theorie
2.1 Resonanzen in der QCD
Die QCD ist die Theorie der starken Wechselwirkung. Es handelt sich hierbei um ei-
ne Quantenfeldtheorie, welche die Wechselwirkung zwischen Quarks mithilfe von Aus-
tauschteilchen, den Gluonen, beschreibt. Die Quarks bilden Hadronen wie zum Beispiel
das Neutron und das Proton, aus welchen die Atomkerne bestehen. Extrem kurzlebige
Hadronen, die unter der starken Wechselwirkung in andere Hadronen zerfallen, bilden
angeregte hadronische Zustände, welche man als Resonanzen bezeichnet. Diese entste-
hen bei Streuexperimenten, wenn die Schwerpunktsenergie dazu ausreicht. Im elastischen
Fall mit zwei Hadronen H1 und H2 sieht dies wie folgt aus [8]:

H1H2 → R→ H1H2. (2.1)

Im Wirkungsquerschnitt ist dann ein Maximum zu �nden, welches den Verlauf einer
Breit-Wigner Funktion aufweist.
Ein solcher Streuprozess kann nicht mit Störungstheorie behandelt werden, da bereits
für die Beschreibung von Hadronen die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung
nicht klein genug ist. Dies macht die Behandlung von Resonanzen in der QCD, vorallem
die Bestimmung ihrer Lebensdauer, schwierig. Eine nicht störungstheoretische Methode
bietet die Gitter-QCD, bei der für die Berechnung von Vakuumerwartungswerten der
Pfadintegralformalismus auf einer diskretisierten Raumzeit verwendet wird. Die Pfadin-
tegrale können dann mit numerischen Verfahren wie Monte-Carlo Simulationen berechnet
werden.
In dieser Arbeit wird aber keine Resonanz in der QCD untersucht, sondern ein rein
quantenmechanisches System mit Methoden, welche in der QCD angewendet werden,
behandelt.
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2.1 Resonanzen in der QCD 2 THEORIE

2.1.1 Energiedifferenzen aus Korrelationsfunktionen
Der Erwartungswert im Vakuumzustand |Ω〉, welcher in der QM dem Grundzustand
entspricht, sieht in einer Dimension im allgemeinsten Fall folgendermaÿen aus [6]:

〈Ω|T̂{Ôj(x̂(tj))...Ô1(x̂(t1))}|Ω〉 =
1

Z

∫ ∞
−∞

DxOj(x(tj))...O1(x(t1))e−SE [x] (2.2)

mit

Z =

∫ ∞
−∞

Dxe−SE [x]. (2.3)

Hierbei ist T̂{...} der Zeitordnungsoperator, welcher das Produkt von Operatoren gemäÿ
ihrer Zeit absteigend von links nach rechts anordnet und

SE [x] =

∫ ∞
−∞

dt

(
m

2

(
dx

dt

)2

+ V (x)

)
(2.4)

die euklidische Wirkung. Die hier verwendete Zeit ist also die euklidische Zeit. Die Ôi
können beliebige Operatoren sein, welche vom Ortsoperator x̂ abhängen. Der Ausdruck∫ ∞

−∞
Dx =

∫ ∞
−∞

...

∫ ∞
−∞

∏
t

dx(t) (2.5)

ist das �Integral über alle möglichen Pfade� x(t) [4].
Die folgende Form der Korrelationsfunktion (2.2), welche 2-Punkt-Funktion genannt
wird, ermöglicht die Bestimmung von Di�erenzen von Energiewerten zwischen einem
angeregten Zustand und dem Grundzustand [6]:

c(t) = 〈Ω|Ô(x̂(t))Ô(x̂)|Ω〉 =
1

Z

∫ ∞
−∞

DxO(x(t))O(x)e−SE [x]. (2.6)

Hierbei wurde x̂ = x̂(0) abgekürzt und es gilt: t > 0.
Mit der euklidischen Zeitentwicklung

Ô(x̂(t)) = eĤtÔ(x̂)e−Ĥt (2.7)

ergibt sich daraus:

c(t) = 〈Ω|eĤtÔ(x̂)e−ĤtÔ(x̂)|Ω〉

=
∑
n

〈Ω|eĤtÔ(x̂)|n〉〈n|e−ĤtÔ(x̂)|Ω〉

=
∑
n

eEΩte−Ent〈Ω|Ô(x̂)|n〉〈n|Ô(x̂)|Ω〉

=
∑
n

e−(En−EΩ)t|〈Ω|Ô(x̂)|n〉|2, (2.8)
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2.1 Resonanzen in der QCD 2 THEORIE

wobei En die Energie des n-ten Zustandes und EΩ die Grundzustandsenergie bezeichnet.
Aus der QM weiÿ man, dass der Grundzustand immer positive Parität (P{|Ω〉} = +)
hat, was im nächsten Unterkapitel erläutert wird. Dies hat zur Folge, dass

〈Ω|Ô(x̂)|n〉

{
= 0 falls P{Ô(x̂)|n〉} = −
6= 0 falls P{Ô(x̂)|n〉} = +

, (2.9)

da Zustände mit unterschiedlichen Paritäten orthogonal zueinander sind. Je nachdem
welcher Operator Ô(x̂) gewählt wird, lässt sich die Summe in (2.8) weiter vereinfachen.
Um die Energiedi�erenz zwischen dem niedrigsten Zustand negativer Parität, E−0 , eines
Systems mit periodischem Ort, wie es für die Lüscher-Methode benötigt wird (Abschnitt
2.3), und dem Grundzustand zu erhalten, wählt man den Operator folgendermaÿen:

Ô(x̂(t)) = sin

(
x̂(t)

2π

L

)
. (2.10)

Dieser erzeugt, angewendet auf |Ω〉 einen Zustand negativer Parität und weist eben-
falls die L-Periodizität auf. Wegen (2.9) tragen zur Summe (2.8) nur Zustände |n〉 mit
P{|n〉} = − bei. Für groÿe Zeiten ergibt sich:

c−0 (t) =
∑

n,P{|n〉}=−

e−(En−EΩ)t

∣∣∣∣〈Ω| sin(x̂2π

L

)
|n〉
∣∣∣∣2

t→∞
= e−(E−0 −EΩ)t

∣∣∣∣〈Ω| sin(x̂2π

L

)
|0−〉

∣∣∣∣2 +O
(
e−(E−1 −EΩ)t

)
≈ e−(E−0 −EΩ)t · const. (2.11)

Aus dem exponentiellen Abfall der 2-Punkt-Funktion für groÿe Zeiten lässt sich also
die Di�erenz zwischen der Energie des niedrigsten Zustands negativer Parität und der
Grundzustandsenergie ermitteln.
Analog erhält man die Energiedi�erenz zum niedrigsten angeregten Zustand positiver
Parität, E+

1 , wenn man als Operator

Ô(x̂(t)) = cos

(
x̂(t)

2π

L

)
(2.12)

wählt, welcher, angewendet auf |Ω〉 einen Zustand mit positiver Parität erzeugt. In der
Summe (2.8) bleiben somit nur Zustände |n〉 mit P{|n〉} = + übrig. Für die entspre-
chende 2-Punkt-Funktion erhält man dann für t→∞:

c+
1 (t)

t→∞
=

∣∣∣∣〈Ω| cos

(
x̂

2π

L

)
|Ω〉
∣∣∣∣2 + e−(E+

1 −EΩ)t

∣∣∣∣〈Ω| cos

(
x̂

2π

L

)
|1+〉

∣∣∣∣2 +O
(
e−(E+

2 −EΩ)t
)

≈ const1 + e−(E+
1 −EΩ)t · const2. (2.13)

Hierbei gilt: |Ω〉 = |0+〉.
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2.1 Resonanzen in der QCD 2 THEORIE

2.1.2 Grundzustandsenergie aus Pfadintegralerwartungswerten
Mit der Korrelationsfunktion (2.2) lässt sich auch die Grundzustandsenergie EΩ berech-
nen. Hierfür wird ein Operator Ô(x̂) benötigt, der nach Anwendung des Zeitordnungsope-
rators T̂ den Hamiltonoperator ergibt, so dass das Pfadintegral zur Berechnung verwendet
werden kann:

EΩ = 〈Ω|Ĥ|Ω〉 !
= 〈Ω|T̂{Ô(x̂(t))}|Ω〉 =

1

Z

∫ ∞
−∞

DxO(x(t))e−SE [x]. (2.14)

Um den Operator anzugeben, wird an dieser Stelle vorgegri�en und der Gitterabstand
a eingeführt, mit welchem die Zeit in einer Gitterrechnung diskretisiert wird (Abschnitt
3.3). Mit der Wahl

Ô(x̂(t)) =
1

2a
− m

2

(
x̂(a)− x̂

a

)2

+ V̂ (x̂(t)) (2.15)

wird die oben genannte Bedingung (2.14) für a→ 0 erfüllt. Um dies zu beweisen, müssen
zunächst einige Relationen hergeleitet werden.
Mit der euklidischen Zeitentwicklung gilt für kleine a:

x̂(a) = eĤax̂e−Ĥa

=

(
1̂ + Ĥa+

1

2
(Ĥa)2 +O(a3)

)
x̂

(
1̂− Ĥa+

1

2
(Ĥa)2 +O(a3)

)
= x̂+ Ĥax̂− x̂Ĥa+

1

2
(Ĥa)2x̂+

1

2
x̂(Ĥa)2 − Ĥax̂Ĥa+O(a3)

= x̂+ a(Ĥx̂− x̂Ĥ) +
1

2
a2(Ĥ2x̂+ x̂Ĥ2 − 2Ĥx̂Ĥ) +O(a3)

= x̂+ a[Ĥ, x̂] +
1

2
a2(Ĥ[Ĥ, x̂] + [x̂, Ĥ]Ĥ) +O(a3)

= x̂+ a[Ĥ, x̂] +
1

2
a2[Ĥ, [Ĥ, x̂]] +O(a3), (2.16)

wobei [., .] den Kommutator bezeichnet. Um die Rechnung fortzuführen, setzt man den
Hamiltonoperator

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ (x̂) (2.17)

ein, nutzt die bekannten Kommutatorrelationen zwischen Ort und Impuls, [x̂, p̂] = i, aus
und erhält

x̂(a) = x̂− iap̂
m
− i a

2

2m
[Ĥ, p̂] +O(a3). (2.18)

Über den Kommutator
[Ĥ, p̂] = [V̂ (x̂), p̂] (2.19)

weiÿ man mit der Taylorentwicklung

V̂ (x̂) =
∞∑
n=0

1

n!

dnV̂

dx̂n

∣∣∣∣
x̂=0

x̂n, (2.20)
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2.1 Resonanzen in der QCD 2 THEORIE

dass dieser, je nach Potential, verschwindet, konstant oder proportional zu x̂l mit l ∈ N
ist. Somit verschwindet der dritte Term in (2.18), ist ebenfalls konstant oder hat dieselbe
Proportionalität und ist daher für den folgenden Kommutator irrelevant:

[x̂(a), x̂]
(2.18)
=

[
x̂− iap̂

m
− i a

2

2m
[Ĥ, p̂] +O(a3), x̂

]
= −i a

m
[p̂, x̂] +O(a3)

= − a
m

+O(a3). (2.21)

Als letztes wird folgende Relation benötigt:(
x̂(a)− x̂

a

)2
(2.18)
=

(
−iap̂m +O(a2)

a

)2

= − p̂2

m2
+O(a). (2.22)

Der Beweis, dass (2.15) die Bedingung (2.14) erfüllt, kann nun folgendermaÿen geführt
werden:

〈Ω|T̂

{
1

2a
− m

2

(
x̂(a)− x̂

a

)2

+ V̂ (x̂)

}
|Ω〉

= 〈Ω| 1

2a
− m

2a2
T̂{(x̂(a)− x̂)2}+ V̂ (x̂)|Ω〉

= 〈Ω| 1

2a
− m

2a2
T̂{x̂(a)2 + x̂2 − x̂(a)x̂− x̂x̂(a)}+ V̂ (x̂)|Ω〉

= 〈Ω| − m

2a2

(
x̂(a)2 + x̂2 − 2x̂(a)x̂− a

m

)
+ V̂ (x̂)|Ω〉

(2.21)
= 〈Ω| − m

2a2
(x̂(a)2 + x̂2 − x̂(a)x̂− x̂x̂(a) +O(a3)) + V̂ (x̂)|Ω〉

= 〈Ω| − m

2a2
(x̂(a)− x̂)2 + V̂ (x̂)|Ω〉+O(a)

(2.22)
= 〈Ω| p̂

2

2m
+ V̂ (x̂)|Ω〉+O(a)

= 〈Ω|Ĥ|Ω〉+O(a)

�
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2.2 Resonanzen in der QM 2 THEORIE

2.2 Resonanzen in der QM
In der QM kommen Resonanzen im Zusammenhang mit Streuung von Teilchen an Poten-
tialen vor. Das Teilchen wird hierbei als Wellenpaket beschrieben, welches von links oder
rechts auf das Potential V (x) einfällt und ein bestimmter Anteil re�ektiert und trans-
mittiert wird. Das Wellenpaket kann über Fourieranalyse in ein Spektrum von ebenen
Wellen zerlegt werden, welche jeweils einzeln an dem Potential streuen. Es reicht also
aus, die Streuung einer ebenen Welle am Potential zu untersuchen.
Im Folgenden wird das Potential aus [1],

V (1)(x) = (x4 − 3)e−
x2

2 , (2.23)

betrachtet, welches bereits einheitenlos ist. Es ist o�ensichtlich symmetrisch (V (−x) =
V (x)) und verschwindet für |x| → ∞ (Abb. 1).

-6 -4 -2 0 2 4 6
-3

-2

-1

0

1

x

V

Abbildung 1: Potential (2.23). Es ist attraktiv für |x| <
√

2 +
√

7 und abstoÿend für

|x| >
√

2 +
√

7.

Für solche Potentiale können gebundene Zustände mit E < 0 und Streuzustände mit
E > 0, wobei E die Energie des Systems, also einen Energieeigenwert des Hamiltonope-
rators bezeichnet, existieren. Die gebundenen Zustände haben diskrete Energiewerte und
es existieren endlich viele, je nachdem wie tief das Potential ist. Sie sind im eindimensio-
nalen Fall nicht entartet und können durch reelle symmetrische oder antisymmetrische
Wellenfunktionen dargestellt werden. Hierbei gilt, dass die symmetrische Wellenfunktion
zu einem Zustand mit positiver Parität und entsprechend die antisymmetrische zu einem
mit negativer Parität gehört, wobei sich die Parität mit zunehmender Energie abwech-
selt. Die Wellenfunktionen der Bindungszustände sind lokalisiert und verschwinden weit
auÿerhalb des Potentials. Zudem kann gezeigt werden, dass der Grundzustand immer ge-
rade ist und bei beliebiger Tiefe des Potentials existiert, wohingegen der erste angeregte
Zustand erst ab einer bestimmten Potentialtiefe auftritt.
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2.2 Resonanzen in der QM 2 THEORIE

Hingegen können Streuzustände nicht reell gewählt werden und sind auch ausserhalb des
Potentials nicht verschwindend. Die Energieeigenwerte von Streuzuständen sind kontinu-
ierlich und jeweils zweifach entartet. Die Entartung kommt zustande, da aufgrund der
Symmetrie des Potentials die Wellenfunktion für den Fall, dass das Teilchen von links
einfällt (ψL), dieselbe Energie hat wie für den Fall, dass es von rechts einfällt (ψR). Eine
allgemeine Lösung (ψ) für Streuzustände ist deshalb eine Linearkombination aus beiden
Fällen.
Eine relevante Gröÿe bei der Streuung ist die Transmissionsamplitude S(E), welche dem
Verhältnis von den Amplituden der einfallenden und der transmittierten Welle entspricht.
Das Betragsquadrat T = |S(E)|2 ist der Transmissionskoe�zient, welcher die Wahr-
scheinlichkeit für die Transmission des Teilchens angibt. Streuzustände mit

T = |S(E)|2 = 1, (2.24)

was dem Maximum des Transmissionskoe�zienten entspricht, werden Resonanzen ge-
nannt. Betrachtet man wieder das Wellenpaket, welches von links einfällt, ergibt die
Untersuchung des Schwerpunktes des Wellenpaketes, dass es sich eine bestimmte Zeit
lang, welche der Lebensdauer τ der Resonanz entspricht, im attraktiven Innern des Po-
tentials be�ndet, bevor es aufgrund der positiven Energie das Potential verlässt.
Auch unter der Lösungswellenfunktion ψ zu einem Resonanzzustand kann man sich ein
Teilchen vorstellen, welches sich im Potential aufhält und dann zerfällt. Der Zerfall kann
mithilfe des Tunnele�ekts verstanden werden, bei dem das Teilchen mit bestimmter
Wahrscheinlichkeit durch die Potentialwände hindurchtunneln und den attraktiven Kern
verlassen kann. Eine Resonanz kann also als quasigebundener Zustand angesehen werden.
Die hier aufgezählten Eigenschaften von Resonanzen in der QM können in [2] nachge-
lesen werden. Dort wird anhand des Potentialtopfes gezeigt, dass die Resonanzenergien
eines endlich tiefen Potentialtopfes mit den Energien der Bindungszustände des unend-
lich tiefen Topfes übereinstimmen. Diese Eigenschaft lässt sich unter Verwendung des
harmonischen Potential näherungsweise auch auf das hier betrachtete übertragen.

2.2.1 Vergleich mit dem harmonischem Potential
Eine Abschätzung der Energieeigenwerte für die gebundenen Zustände und die Resonan-
zen ist durch den Vergleich des Potentials (2.23) mit dem harmonischen Potential

Vharm(x) =
1

2
mω2x2 − 3 (2.25)

möglich. Hierfür setzt man m = 1 und skaliert das harmonische Potential mittels ω
passend. Ein Vergleich mit der Taylorentwicklung (VT ) von (2.23) liefert:

VT (x) =
3

2
x2 − 3 +O(x3) ⇒ ω =

√
3. (2.26)

Die Energiewerte und die Wellenfunktionen erhält man nun aus der bekannten analyti-
schen Lösung des harmonischen Potentials.
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2.2 Resonanzen in der QM 2 THEORIE
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Abbildung 2: An (2.23) angepasstes harmonisches Potential mit Energieeigenwerten und
Wellenfunktionen.

2.2.2 Parität und Streuphase bei Resonanzen
Streuzustände und somit auch Resonanzen, können im unendlich ausgedehnten Raum so
gewählt werden, dass sie, wie die Bindungszustände, eine de�nierte Parität aufweisen. Im
Folgenden wird dies für den Fall einer Resonanz vorgeführt. Relativ einfach ist es auch
für den endlich tiefen Potentialtopf herzuleiten mit Formeln aus [2, S.81 �.]. Für den
allgemeinen Fall eines Streuzustandes mit einem beliebigen Potential hat es sich jedoch
als aufwendig herausgestellt und wird hier nicht durchgeführt.
Da es sich bei Streuzuständen im ausgedehnten Raum um Energieeigenzustände han-
delt, ist ihre Zeitentwicklung durch einen exponentiellen Faktor bestimmt. Wegen des
Separationsansatzes ist es dann ausreichend eine Lösung der stationären Schrödinger-
gleichung zu suchen. Nimmt man als Streulösung für |x| → ∞ jeweils von links oder
rechts einfallende ebene Wellen

ψL,ein(x) = Aeikx, ψR,ein(x) = Ae−ikx (2.27)

mit der Amplitude A und dem Wellenvektor k an, so sehen die auslaufenden Wellen
folgendermaÿen aus:

ψL,aus(x) = S(E) ·Aeikx, ψR,aus(x) = S(E) ·Ae−ikx. (2.28)

Die komplette Streuinformation steckt also in der Streuamplitude S(E). Diese ist im
Allgemeinen komplex, so dass man

S(E) = |S(E)|ei2δ(E) (2.29)

schreiben kann. δ(E) ist hierbei eine reelle Phase und der Faktor 2 für spätere Vereinfa-
chungen de�niert. Für Resonanzen gilt nun wegen (2.24):

S(E) = ei2δ(E). (2.30)

9
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Der Unterschied zwischen einlaufender und auslaufender Welle eines Resonanzzustandes
liegt somit nur in der Phase, welche nun die Information über die Streuung an dem be-
trachteten Potential enthält. Man bezeichnet δ(E) als Streuphase.
Wie bereits erwähnt, ist ein Resonanzzustand zweifach entartet und die allgemeine Lö-
sung eine Linearkombination:

ψ(x) = c1ψL(x) + c2ψR(x) (2.31)

mit c1, c2 ∈ C. Weit entfernt vom Potential sind mit (2.27), (2.28) und (2.30) folgende
Linearkombinationen mit de�nierter Parität möglich:

ψ+ =

{
A
2

(
eikx + e−i(kx−2δ+(E))

)
= Aeiδ+(E) cos(kx− δ+(E)) für x� 0

A
2

(
ei(kx+2δ+(E)) + e−ikx

)
= Aeiδ+(E) cos(kx+ δ+(E)) für x� 0

(2.32)

und

ψ− =

{
A
2

(
eikx − e−i(kx−2δ−(E))

)
= Aieiδ−(E) sin(kx− δ−(E)) für x� 0

A
2

(
ei(kx+2δ−(E)) − e−ikx

)
= Aieiδ−(E) sin(kx+ δ−(E)) für x� 0.

(2.33)

Dies kann folgendermaÿen zusammengefasst werden:

ψ+(x) = c+(E)︸ ︷︷ ︸
=Aeiδ+(E)

cos(k|x|+ δ+(E))

ψ−(x) = c−(E)︸ ︷︷ ︸
=Aieiδ−(E)

sgn(x) sin(k|x|+ δ−(E))
für |x| → ∞. (2.34)

Jeder Resonanzzustand kann also durch eine symmetrische oder antisymmetrische Funk-
tion dargestellt werden, welche im Unendlichen einen Kosinus oder Sinus Verlauf aufweist.
Somit bezeichnet der Index �+� einen Zustand mit positiver und �−� einen mit negativer
Parität. Die Ausdrücke (2.34) gelten auch für Streuzustände, so dass auch diese immer
durch eine Wellenfunktion mit gerader oder ungerader Symmetrie repräsentiert werden
können [1].
In [2] wurde S(E) für einen Potentialtopf explizit hergeleitet und daraus die Streuphase
δ(E) in der Nähe der Resonanz bestimmt. Demnach gilt, dass |S(E)|2 in der Umgebung
der Resonanz den Verlauf einer Breit-Wigner Verteilung,

|S(E)|2 =
Γ2/4

(E − ER)2 + Γ2/4
, (2.35)

wobei ER die Resonanzenergie und Γ die Breite der Verteilung bezeichnet, aufweist. Für
die Streuamplitude ergibt sich dann:

δ(E) = arctan

(
2

Γ
(E − ER)

)
. (2.36)
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Das Γ variiert hierbei die Steigung im Wendepunkt des Arkustangens und E−ER die Po-
sition auf der Energieachse. Zudem gilt nach der Energie-Zeit-Unschärferelation folgender
Zusammenhang zur Lebensdauer der Resonanz:

τ =
1

Γ
. (2.37)

Hier wird nun angenommen, dass die Streuamplitude für beliebige Potentiale in einer
Dimension in Resonanznähe ähnlich verläuft. Es wird lediglich davon ausgegangen, dass
auch die Position auf der δ-Achse einen freien Parameter darstellt, so dass

δ(E) = arctan

(
2

Γ
(E − ER)

)
+ δ0. (2.38)

2.3 Lüscher-Methode in 1D
Die Lüscher-Methode stellt eine Beziehung zwischen dem Energiespektrum eines Systems
in einem endlichen Volumen und der Streuphase her. In einer Dimension wird hierfür der
unendlich ausgedehnte Raum in Abschnitte der Länge L unterteilt, in denen sich das
System wiederholt. Es liegen somit periodische Randbedingungen vor. Für ein quanten-
mechanisches System gilt demnach:

ψ(x) = ψ(x+ L)

V (x) = V (x+ L).
(2.39)

Das Potential muss für groÿe |x| verschwinden und die Periodenlänge L muss so groÿ
gewählt werden, dass Wechselwirkungen zwischen den replizierten Potentialen vernach-
lässigbar sind. Wegen den periodischen Randbedingungen wird, wie bei einem Poten-
tialtopf der Länge L mit unendlich hohen Wänden, der Wellenvektor k und somit die
Energie diskretisiert und die Lösungen müssen gerade oder ungerade sein. In der Nähe
der Ränder x = −L

2 und x = L
2 entsprechen die Wellenfunktionen ψ+ oder ψ− aus (2.34).

Die Entartung der Streuzustände wird aufgehoben, solange die Energie nicht viel höher
als das Potential ist. Je nach Wellenlänge auÿerhalb und innerhalb des Potentials passt
entweder der gerade oder der ungerade Zustand in eine Periode.
Man benötigt die Abhängigkeit der Energieniveaus von dem Volumen L. Diese kann mit
den erläuterten Methoden der Gitterrechnung oder durch Lösen der Schrödingergleichung
mit periodischen Randbedingungen berechnet werden. Bei Resonanzen lässt sich ein cha-
rakteristischer Verlauf der Energieniveaus im E(L)-Spektrum erkennen. Man kann sich
anhand von Abbildung 3 überzeugen, dass dies so sein muss.
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Abbildung 3: Visualisierung einer Resonanz innerhalb des E(L)-Spektrums anhand eines
beispielhaften Potentials mittels variierenden Wänden. (Links) Potentiale
mit den Energieniveaus und Realteil der dazugehörenden Wellenfunktio-
nen. (Rechts) Entsprechende E(L) Plots für die Zustände negativer Parität
(rot). (a), (c), (d) und (e) wurden numerisch durch Lösen der Schrödinger-
gleichung berechnet (siehe Abschnitt 3.1). (b) und (f) konnten analytisch
ermittelt werden.
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Betrachtet man ein Potential mit unendlich hohen Wänden wie in Abbildung 3 (a) zu
sehen ist, so sind die Energieniveaus des inneren Topfes

En =
π2n2

2md2
, (2.40)

wobei d die Länge des Topfes ist, unabhängig von L. Die linke und rechte Seite ausserhalb
des Topfes bilden wegen den periodischen Randbedingungen ebenfalls einen Potential-
topf, dessen Breite sich aber mit L ändert. Da der Tunnele�ekt bei unendlich hohen
Potentialen nicht auftritt, kann das Teilchen, falls es sich im inneren Topf be�ndet, die-
sen nicht verlassen. In diesem Fall gibt es keine Resonanzzustände. Im E(L)-Spektrum
kommen Konstanten bei den Energien des inneren und Hyperbeln für die des äuÿeren
Topfes vor, wie in Abbildung 3 (b) für die Zustände mit negativer Parität zu sehen ist.
Für den wechselwirkungsfreien Fall (Abb. 3 (e)) bilden die Energieniveaus nur noch Hy-
perbeln (Abb. 3 (f)), da periodische Randbedingungen zu denselben Energieeigenwerten
führen wie ein Potentialtopf mit der Periode als Breite und somit (2.40) gilt. Hier exi-
stieren weder gebundene Zustände, noch Resonanzen.
Vom Fall mit unendlich hohen Wänden zum ww-freien Fall gelangt man, indem man
die Wände aus dem Unendlichen auf Null senkt. Das bedeutet, dass man auch E(L) des
freien Falls durch Senken der Wände aus dem des unendlich hohen Potential erhält. Lässt
man die Wände auf einen endlichen Wert wie in Abbildung 3 (c) sinken, so existieren Re-
sonanzen, da der Tunnele�ekt nicht unterdrückt ist. Diese äuÿern sich im E(L)-Spektrum
durch eine �Folge von sich vermeidenden Niveaukreuzungen� [1] (Abb. 3 (d)).

Um einen Zusammenhang zur Streuphase herzustellen, betrachtet man die Lösungen für
Streuzustände mit de�nierter Parität (2.34) an den Rändern x = −L/2 und x = +L/2.
Man kann sich leicht überlegen, dass ψ+(x) die periodischen Randbedingungen nur dann
erfüllen kann, wenn deren Ableitung an den Rändern verschwindet:

ψ′+

(
−L

2

)
= ψ′+

(
+
L

2

)
= 0. (2.41)

Analoge Überlegungen führen darauf, dass ψ−(x) an den Rändern ebenfalls verschwinden
muss:

ψ−

(
−L

2

)
= ψ−

(
+
L

2

)
= 0. (2.42)

In beiden Fällen führen diese Bedingungen zum gesuchten Zusammenhang zwischen der
Streuphase und dem Energiespektrum im periodischen Raum [3, S.170]:

δ(E) = πn−
√

2mE
L

2
(2.43)

mit n ∈ Z.
Hiermit kann nun gezeigt werden, dass sich die Resonanzenergie ER, welche man aus der
Streuphase mit (2.38) ermitteln kann, zwischen dem unendlich ausgedehnten und dem
periodischen Raum nicht ändert.
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Es ist o�ensichtlich, dass bei Vergröÿerung der Periodenlänge um die Wellenlänge λ = 2π
k ,

die bestehende Wellenfunktion lediglich eine Schwingung mehr vollführt und somit die
Energie des Systems sich nicht ändert:

L→ L+ λ ⇒ E(L) = E(L+ λ), (2.44)

was sich auch im E(L)-Spektrum erkennen lässt. Für die Streuphase gilt dann:

δ(E + λ) = πñ−
√

2mE(L+ λ)
L+ λ

2
(2.44)
= πñ−

√
2mE(L)

L

2
−
√

2mE(L)
λ

2

= πñ−
√

2mE(L)
L

2
− kλ

2

= π(ñ− 1)−
√

2mE(L)
L

2

Das n ist ein freier, ganzzahliger Parameter, den man meist so wählt, dass die Phase in
einem bestimmten Intervall verläuft. Hier kann n = ñ− 1 gewählt werden, so dass

δ(E + λ) = δ(E). (2.45)

Die Periode kann immer wieder um eine Wellenlänge verlängert werden, bis man den
unendlich ausgedehnten Raum erhält. Dies ändert aber die Streuphase und somit auch
die Resonanzenergie nicht.
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3 NUMERISCHE METHODEN

3 Numerische Methoden
3.1 Shooting-Methode mit Mathematica
Das zu lösende quantenmechanische Problem ist die stationäre Schrödingergleichung mit
dem Potential (2.23) und periodischen Randbedingungen, deren Gröÿen, wie das Poten-
tial, einheitenlos sind:

− 1

2m

d2ψ(x)

dx2
+ (x4 − 3)e−

x2

2 ψ(x) = Eψ(x). (3.1)

Dies ist eine lineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung mit nicht konstanten Koe�zi-
enten und zudem eine Eigenwertgleichung, da die Energie E einen o�enen Parameter dar-
stellt. Dieses Problem kann numerisch mit der Shooting-Methode, welche in [7] erläutert
wird, gelöst werden. Im vorliegenden Fall wurde das Verfahren mit dem Programmpaket
�Mathematica� realisiert.
Die Masse ist im Folgenden nicht relevant und wird m = 1 gesetzt. Zudem müssen für die
weitere Auswertung ein Energieintervall und eine Energieschrittweite de�niert werden,
welche an das Potential angepasst sind:

Emin = −3, Emax = 5, ∆E = 0.2. (3.2)

Da es sich bei dem Potential um ein achsensymmetrisches handelt und periodische Rand-
bedingungen vorliegen, existieren nur Lösungen mit positiver oder negativer Parität. Für
die Wellenfunktionen mit positiver Parität gilt:

ψ+(0) = α ∧ dψ+(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0. (3.3)

Für die mit negativer Parität gilt entsprechend:

ψ−(0) = 0 ∧ dψ−(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= α. (3.4)

Der Parameter α muss ungleich Null sein, ist ansonsten aber frei wählbar, da die Wel-
lenfunktionen noch normiert werden müssen und kann auf α = 1 gesetzt werden.
In Mathematica existiert die Funktion

ParametricNDSolve [ equat ions , y , {x , x_min , x_max} , parameter ] ;

welche Systeme von Di�erentialgleichungen für y mit freien Parametern und der Variable
x im Intervall xmin bis xmax numerisch lösen kann. Das Ergebnis ist eine Funktion von x
und den Parametern. Angewendet ergibt sich für den Fall positiver und negativer Parität

ψ±(x,E), (3.5)

was in Abbildung 4 dargestellt ist.
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Abbildung 4: Ungerade (links) und gerade (rechts) Lösungen (3.5) mit Energien zwischen
Emin und Emax in Schritten von 0.1.

Die Diskretisierung der Energie erfolgt nun über die Beachtung der Randbedingungen.
Durch die Verwendung eines periodischen Raumes mit der Periode L, welche für alle
hier verwendeten Abbildungen auf L = 14 gesetzt wurde, ergeben sich aus denselben
Überlegungen wie für (2.41) und (2.42) in Abschnitt 2.3 folgende Bedingungen an die
Wellenfunktionen:

∂ψ+(x,E)

∂x

∣∣∣∣
x=−L

2

=
∂ψ+(x,E)

∂x

∣∣∣∣
x=L

2

= 0 (3.6)

ψ−

(
−L

2
, E

)
= ψ−

(
L

2
, E

)
= 0. (3.7)

Dies entspricht Nullstellenberechnungen, deren Lösungen den Energieeigenwerten ent-
sprechen (Abb. 5). Als Startwerte für eine Nullstellensuche wird das Energieintervall von
Emin bis Emax in Schritten von ∆E durchlaufen. Entsprechend liefert diese Implemen-
tierung viele Werte für eine Nullstelle, die sich nur in der numerischen Ungenauigkeit
unterscheiden.
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Abbildung 5: (Links) Ungerade Lösung an der Stelle x = L
2 als Funktion der Energie.

(Rechts) Ableitung der geraden Lösung an derselben Stelle. Die Nullstellen
entsprechen den Energieeigenwerten.
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Mit den gefundenen Energieeigenwerten können nun die Lösungen ψ±(x) aus (3.5) her-
ausge�ltert werden, welche die periodischen Randbedingungen erfüllen. Diese können
folgenderweise normiert werden:

ψ̂±(x) =

(∫ +L/2

−L/2
|ψ±(x)|2dx

)− 1
2

ψ±(x), (3.8)

wobei ψ̂ die normierten Wellenfunktionen bezeichnet.
Anschlieÿend erhält man ein Ergebnis wie es in Abbildung 6 zu sehen ist. Das hier
beschriebene Mathematica-Programm ist allgemein gehalten und kann zum Lösen belie-
biger symmetrischer Potentiale mit periodischen Randbedingungen verwendet werden.
Die Plots in Abbildung 3 wurden ebenfalls damit erstellt.
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Abbildung 6: Potential (2.23) mit Energieniveaus und normierten Wellenfunktionen. Die
blauen (roten) Wellenfunktionen entsprechen den Zuständen mit positiver
(negativer) Parität. Bei Streuzuständen sind nur die Realteile der Wellen-
funktionen aufgetragen.

Um das Energiespektrum E(L) zu erhalten, müssen die Energieeigenwerte der Schrödin-
gergleichung (3.1) mit den Bedingungen (3.6) und (3.7) für jedes L berechnet werden.

3.2 Histogramm-Methode
Eine Möglichkeit die Resonanzenergien aus dem E(L)-Spektrum zu bestimmen liefert
die Histogramm-Methode [1]. Man betrachtet hierbei einen Energiebereich, in dem eine
Resonanz liegt und diskretisiert sowohl die Energie- als auch die L-Achse. Durch Zählen
der E(L)-Werte für jedes Energieintervall erhält man eine Häu�gkeitsverteilung, deren
Maximum bei ER liegt. Je feiner man die Achsen diskretisiert, desto genauer kann die
Resonanzenergie bestimmt werden. Die Ermittlung dieser kann zudem noch verbessert
werden, indem man von der Häu�gkeitsverteilung die des ww-Falls subtrahiert. Als ww-
freier Fall wird hier die Situation wie in Abbildung 3 (f) mit dem Potential V = 0
verstanden.
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Abbildung 7: Demonstration der Histogramm-Methode an der niedrigsten Resonanz mit
negativer Parität aus Abbildung 3 (d). (Links) Ausschnitt aus dem E(L)-
Spektrum, in dem die Resonanz liegt mit 0.9 ≤ E ≤ 1.8 und 10 ≤ L ≤
25. Die Energieachse wurde in Intervalle der Breite 0.1 unterteilt und die
L-Achse in Schritten von 0.3 diskretisiert. (Rechts) Häu�gkeitsverteilung
H(E) der E(L)-Werte auf die Energieintervalle ohne Subtraktion des ww-
freien Falls.

Zudem hat sich herausgestellt, dass die Breite Γ der Resonanz mit der Halbwertsbreite
der Häu�gkeitsverteilung abgeschätzt werden kann, falls die Diskretisierung fein genug
gewählt wird.

3.3 Gitterrechnungen
Eine weitere Möglichkeit das Spektrum E(L) für ein quantenmechanisches System zu
erhalten, bietet die numerische Berechnung von Korrelationsfunktionen auf dem Gitter.
Hierfür diskretisiert man die Raumzeit mit dem Gitterabstand a und periodisiert die un-
endlich ausgedehnte Zeitachse mit der Länge T ·a, wobei T die Anzahl an Gitterpunkten
in einer Periode angibt. Der Raum muss ebenfalls periodisch gewählt werden, da dies für
die Lüscher-Methode (Abschnitt 2.3) benötigt wird. Es gilt also:

x(t+ Ta) = x(t)

O(x+ L) = O(x).
(3.9)

Man kann alle Gröÿen dimensionslos darstellen, indem man sie in Einheiten von a aus-
drückt. Diese werden hier wie folgt gekennzeichnet:

x̃ =
x

a
, t̃ =

t

a
, m̃ = ma, ã = 1. (3.10)

Wegen der Diskretisierung sieht die einheitenlose, euklidische Wirkung (2.4) nun folgen-
dermaÿen aus:

SE [x̃] =
∑
t̃

(
m̃

2

(
x̃(t̃+ 1)− x̃(t̃)

)2
+ Ṽ (x̃)

)
. (3.11)

18



3.3 Gitterrechnungen 3 NUMERISCHE METHODEN

Das Pfadintegral vereinfacht sich auf dem Gitter zu

Z =

∫ + L̃
2

− L̃
2

...

∫ + L̃
2

− L̃
2

T−1∏
t̃=0

dx̃(t̃)e−SE [x̃]. (3.12)

Um die 2-Punkt-Funktion (2.6) auf dem Gitter auszuwerten, verwendet man Monte-Carlo
Algorithmen. Da das Pfadintegral ein �Integral über alle Pfade� ist, ist die Idee dahinter,
Pfade x̃i(t̃) gemäÿ der Wahrscheinlichkeitsverteilung

P (x̃i) =
eS̃E(x̃i)

Z
(3.13)

zu erstellen und die Observablen auf diesen zu berechnen. Anschlieÿend erhält man den
Vakuumerwartungswert als Mittelwert:

〈Ω|Ô(x̂(t̃))Ô(x̂(0))|Ω〉 = lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

O(x̃j(t̃))O(x̃j(0)). (3.14)

In der Praxis ist die Menge an Pfaden N immer endlich, so dass bei der Mittelung ein
statistischer Fehler σ gemacht wird, welcher mit Methoden aus der Statistik bestimmt
werden kann. Für die 2-Punkt-Funktion gilt somit:

c̃(t̃) = 〈Ω|Ô(x̂(t̃))Ô(x̂(0))|Ω〉 =
1

N

N∑
j=1

O(x̃j(t̃))O(x̃j(0))± σ. (3.15)

Eine Verteilung gemäÿ (3.13) wird nach langer Laufzeit und unabhängig vom Anfangs-
pfad erreicht, falls die Bedingung �detailed balance�,

P (x̃j(t̃))pj→k = P (x̃k(t̃))pk→j, (3.16)

erfüllt ist. Hierbei bezeichnet pj→k die Übergangswahrscheinlichkeit vom Pfad x̃j zu x̃k.
Der Metropolis-Algorithmus erfüllt, wie in [7, S. 85] gezeigt, diese Bedingung und wird
hier für die Erstellung der Pfade verwendet.
Bei diesem Algorithmus wird ein neuer Pfad x̃k erstellt, indem der aktuelle Pfad an einem
Gitterpunkt x̃j(t̃i) um einen Betrag δ ∈ [−∆x̃,∆x̃], wobei ∆x̃ ∈ R+, verrückt wird zu
x̃k(t̃i) = x̃j(t̃i) + δ. Der neue Pfad wird mit der Wahrscheinlichkeit

pj→k = min
(

1, e−(S̃E(x̃k)−S̃E(x̃j))
)

(3.17)

angenommen. Man spricht von einem �Sweep�, falls jeder Gitterpunkt einmal geändert
wurde. Es wird jeder Pfad nach einem Sweep zur Berechnung verwendet, so dass die
Menge an Pfaden N der Anzahl an Sweeps entspricht. Das ∆x̃ wird so gewählt, dass
ungefähr die Hälfte der erzeugten Pfade während eines Sweeps akzeptiert werden.
Erfahrungsgemäÿ ist dann eine schnelle Bewegung durch den Raum aller Pfade gegeben
[7, S.87].
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Vor den Berechnungen, muss das System thermalisiert werden. Man unterscheidet zwi-
schen einem heiÿen und kalten Start, bei dem die Werte des Anfangspfades an jedem
Gitterpunkt zufällig aus [−L̃/2, L̃/2] ausgewählt bzw. alle auf Null gesetzt werden. Das
Erreichen eines Gleichgewichtszustandes erkennt man an der Wirkung in Abhängigkeit
von der Anzahl an Sweeps. Wie in Abbildung 8 gezeigt, konvergiert diese und beide
Startmöglichkeiten sind nach endlich vielen Sweeps qualitativ ununterscheidbar.
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Abbildung 8: (Links) Wirkung in Abhängigkeit von der Anzahl an Sweeps mit kaltem
und heiÿem Start. (Rechts) Fehler der beiden 2-Punkt-Funktionen (2.11)
und (2.13) am Gitterpunkt t̃ = 5 und der Grundzustandsenergie in Abhän-
gigkeit von der Bingröÿe für ein System mit dem Potential (4.8).

Nach Erreichen des Gleichgewichtszustandes, wird die Menge an Pfaden erstellt, mit de-
nen die Vakuumerwartungswerte berechnet werden können.
Um Autokorrelation zu vermeiden, kann das Binning-Verfahren angewendet werden. Hier-
bei wird die Menge an Pfaden in �Bins� der Gröÿe b unterteilt und der Mittelwert zunächst
für jeden Bin berechnet. Anschlieÿend erhält man den Wert und den Fehler für den Va-
kuumerwartungswert aus der Mittelung dieser Mittelwerte. Die Wahl der Bingröÿe ist
entscheidend und kann aus der Abhängigkeit der Fehler der Observablen von b abgelesen
werden (Abb. 8). Diese sollten ab einem bestimmten b stagnieren, welches als Bingröÿe
gewählt wird.
Mit den 2-Punkt-Funktionen (2.11) und (2.13) und der Grundzustandsenergie (2.14)
können nun die niedrigsten drei Niveaus das Energiespektrums Ẽ(L̃) berechnet werden,
indem man die Energiewerte für jedes L̃ ermittelt. Um mit den Gitterrechnungen Er-
gebnisse, welche frei von systematischen Fehlern aufgrund der Diskretisierung sind, zu
erhalten, muss der Grenzwert ins Kontinuum, a → 0, und zur unendlich ausgedehnten
Zeit, Ta → ∞, durchgeführt werden. Dies kann man durch Extrapolation für verschie-
dene a und Ta erreichen.
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4 Auswertung und Ergebnisse
4.1 Resonanzen am Potential V (1)

Zunächst werden die Resonanzen des Potentials (2.23) in einem Energieintervall von Emin
bis Emax wie in (3.2) untersucht. Der Vergleich mit dem harmonischen Potential (Ab-
schnitt 2.2.1) legt nahe, dass das Potential zwei gebundene und drei Resonanzzustände in
diesem Intervall besitzt. Sowohl der erste gebundene, als auch der erste Resonanzzustand
haben positive Parität (Abb. 2). Bei den jeweils folgenden Zuständen wechselt sich die
Parität ab. Die bekannte analytische Lösung für die Energie,

En,harm = ω

(
n+

1

2

)
− 3, (4.1)

ergibt mit ω =
√

3 (2.26) folgende Energiewerte:

n En,harm
0 -2.134
1 -0.402
2 1.3301
3 3.0622
4 4.7942

(4.2)

In Abschnitt 3.1 wurde erläutert, wie das Problem numerisch mithilfe der Shooting-
Methode gelöst werden kann. Die Energieeigenwerte werden mit L = 14 berechnet. Die
Werte für die gebundenen Zustände des periodischen Systems entsprechen denen im un-
endlich ausgedehnten Raum, weil sie L-unabhängig sind. Mathematica berechnet die
Werte mit einer Genauigkeit auf bis zu zwölf Nachkommastellen. Eine höhere Genauig-
keit kann aufgrund numerischer Fehler bei der Nullstellensuche nicht erzielt werden. Für
die Energien der gebundenen Zustände ergibt sich:

E0 = −2.079

E1 = −0.247.
(4.3)

Der niedrigere Wert entspricht dem Grundzustand und hat positive Parität. Der erste
angeregte Zustand weist negative Parität auf (Abb. 6). Die Ergebnisse für die Energieei-
genwerte mit E > 0 entsprechen denen von Streuzuständen am Potential im periodischen
Fall. Im ausgedehnten Raum sind diese, wie bereits erwähnt, nicht diskretisiert. Diese
Werte entsprechen also nicht den Resonanzenergien. Wie in Abschnitt 2.3 erläutert, stellt
die Lüscher-Methode eine Beziehung zwischen diesen Energien und der Streuphase, aus
welcher dann die Resonanzenergie bestimmt werden kann, her. Um von dieser Beziehung
Gebrauch zu machen, muss E(L) ermittelt werden. Hierfür werden die Energieeigenwerte
mit der Shooting-Methode für 8 ≤ L ≤ 25 und einer Schrittweite von ∆L = 0.1 berech-
net. Abbildung 9 zeigt die Ergebnisse, wobei der Fall positiver und negativer Parität
separat betrachtet wurde.
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Abbildung 9: Energiesprektum in Abhängigkeit von der Periodenlänge für das Potential
(2.23) für den Fall positiver (links, blau) und negativer Parität (rechts,
rot). Die Energieniveaus sind in der jeweiligen Farbe durchgezählt. Im Fall
der positiven Parität erkennt man, dass bei L ≈ 24 Werte für das Niveau
2 fehlen. Hier war ∆E = 0.2 (3.2) für die Startwerte der Nullstellensuche
o�enbar zu groÿ und die Nullstellen wurden übersprungen.

Die Resonanz ist im Fall mit positiver Parität bei E ≈ 1.5 eindeutig zu erkennen. Für den
Fall mit negativer Parität ist dies wesentlich schwieriger. Es existiert aber eine Resonanz
zwischen E = 2 und E = 3, welche im E(L)-Spektrum nur leicht angedeutet wird. Die
gebundenen Zustände erkennt man als Konstanten bei E < 0.
Nun kann die Beziehung (2.43) verwendet werden, um die Streuphase im Intervall [−π,+π]
in Abhängigkeit von der Energie zu bestimmen. Zunächst aber wird n = 0 gesetzt und
δ(E) für alle Niveaus mit E > 0 berechnet.
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Abbildung 10: Streuphase in Abhängigkeit von der Energie nach (2.43) mit n = 0 für
alle Energieniveaus mit positiver und negativer Parität. Die Niveaus sind
wie in Abbildung 9 durchnummeriert.

Die Streuphase macht bei der Resonanzenergie, wie nach (2.38) erwartet, einen Sprung
(Abb. 10). Wie auch bei den Energiespektren in Abbildung 9 ist die Resonanz im Fall
positiver Parität ausgeprägter und der Phasensprung ist deutlicher zu erkennen.
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Im Gegensatz dazu ist der Sprung im Fall negativer Parität kleiner und weniger abrupt.
Man sieht, dass die Niveaus alle denselben Verlauf aufweisen und sich um π unterschei-
den. Sie decken lediglich, je nachdem welches Energieniveau man betrachtet und welche
Grenzen Lmin und Lmax verwendet wurden, unterschiedliche Energiebereiche in δ(E) ab.
Der Phasensprung kann bei jedem Energieniveau, welches

E(L) > ER für kleine L und E(L) < ER für groÿe L (4.4)

erfüllt, mit passend gewählten L-Grenzen beobachtet werden.
Man wählt nun für jedes Energieniveau das n in (2.43) so, dass die dazugehörige Phase im
Intervall [−π,+π] liegt. Plottet man alle Niveaus zusammen, so fallen diese übereinander
und man erhält die Funktion δ(E). Anschlieÿend kann die Funktion (2.38) an das δ(E)
ge�ttet werden, um Werte für die Resonanzenergie ER und die Breite Γ der Resonanz
zu erhalten.
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Abbildung 11: Streuphase mit Fit nach (2.38) für den Fall positiver und negativer Parität.
Die Resonanzenergien sind als vertikale, gestrichelte Linien markiert.

Die Auswertung liefert eine schmale Resonanz im Fall positiver Parität und eine breite
Resonanz mit negativer Parität, wie an den folgenden Ergebnissen erkennbar ist:

P ER Γ

+ 1.33538 0.12046

− 2.44622 1.56924

(4.5)

Nach (2.37) ist die Lebensdauer einer Resonanz gröÿer, je schmaler deren Breite Γ ist. In-
terpretiert man die Massem = 1 als die reduzierte Masse µ im Schwerpunktsystem zweier
aneinander elastisch streuender Teilchen, so entspricht das hier betrachtete Problem einer
Streuung eines Teilchens der Masse µ am Potential (2.23), welches die Wechselwirkung
zwischen den Teilchen beschreibt. Dabei entsteht ein kurzlebiger gebundener Zustand
mit der Masse E(P=−)

R und ein länger gebundener der Masse E(P=+)
R .

Abschlieÿend werden die Resonanzenergien mit der Histogramm-Methode (Abschnitt
3.2) ermittelt. Um ein eindeutigeres Ergebnis zu erhalten, wird die Häu�gkeitsverteilung
der E(L)-Werte des ww-freien Falls subtrahiert. Abbildung 12 zeigt die resultierenden
Häu�gkeitsverteilungen.
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Abbildung 12: Häu�gkeitsverteilungen nach Anwendung der Histogramm-Methode auf
E(L) aus Abbildung 9. Die oberen beiden Bilder zeigen die Verteilung
ohne Subtraktion der des ww-freien Falls. Bei den unteren wurde diese
abgezogen.

Die Resonanz mit positiver Parität ist auch mit der Histogramm-Methode deutlich bes-
ser zu bestimmen. In den Häu�gkeitsverteilungen ist diese auch als schmale Resonanz
erkennbar (Abb. 12 (a) und (c)). Hingegen reicht im Fall der negativen Parität die Häu-
�gkeitsverteilung der E(L)-Werte nicht aus um die Resonanzenergie zu bestimmen. Das
Maximum der Verteilung liegt nicht bei ER (Abb. 12 (b)), welches man aus der Ver-
teilung mit Subtraktion der des ww-freien Falls erhält (Abb. 12 (d)). Diese Resonanz
ist auch breiter als die mit positiver Parität. Aus den Häu�gkeitsverteilungen können
folgende Werte für die Resonanzenergien abgelesen werden:

E
(P=+)
R,H = 1.31

E
(P=−)
R,H = 2.4

(4.6)

24



4.1 Resonanzen am Potential V (1) 4 AUSWERTUNG UND ERGEBNISSE

Desweiteren können die Resonanzbreiten aus den Halbwertsbreiten der Häu�gkeitsver-
teilungen (Abb. 12 (c) und (d)) auf folgende Werte abgeschätzt werden:

Γ
(P=+)
H ≈ 0.12

Γ
(P=−)
H ≈ 1.5

(4.7)

Nun können die Ergebnisse aus der harmonischen Näherung (4.2), der Shooting-Methode
(4.3), der daraus ermittelten Streuphase (4.5) und der Histogramm-Methode ((4.6) und
(4.7)) verglichen werden.
Die Berechnung der Energien der gebundenen Zustände mit der Shooting-Methode, der
Resonanzenergien und deren Breiten aus der Streuphase liefert Ergebnisse, welche nur
geringfügig von den Werten in [1] abweichen.
Wie zu erwarten war, ermöglicht die harmonische Näherung nur eine grobe Abschätzung
für kleine Energien. Die Werte für die beiden gebundenen Zustände und den ersten Re-
sonanzzustand haben die richtige Gröÿenordnung und sind als Näherung akzeptabel. Die
höheren Resonanzen können jedoch hiermit nicht abgeschätzt werden, da das Potential
für E > 2 stark vom harmonischen abweicht (Abb. 2). Auch die Anzahl an Resonanzen
ist deswegen nicht korrekt. Zudem lässt sich keine Aussage über die Breite Γ machen.
Hingegen liefert die Histogramm-Methode Werte für die Resonanzenergien, welche im
Rahmen der Diskretisierung mit denen aus der Streuphase übereinstimmen. Auch die
Halbwertsbreite eignet sich als grobe Abschätzung für die Resonanzbreiten. Eine feinere
Diskretisierung würde eine bessere Genauigkeit erbringen, wodurch diese konzeptionell
sehr einfache Methode gute Resultate liefert.

Eine Bestimmung des E(L)-Spektrums mit den Methoden aus der Gitter-QCD, welche
in Abschnitt 2.1.1 und 2.1.2 besprochen wurden, erweist sich an dem hier betrachteten
Potential (2.23) als unbrauchbar, da es zwei gebundene Zustände besitzt. Man kann mit
den Methoden die Energiewerte für den Grundzustand und den ersten und zweiten ange-
regten Zustand bestimmen. Da aber, wie oben beschrieben, nur Energieniveaus mit (4.4)
zu einem Phasensprung in der Streuphase führen, würde die Berechnung der ersten drei
Niveaus nicht ausreichen.
Um dennoch einen Vergleich zwischen Gitterrechnungen und der hier besprochenen quan-
tenmechanischen Betrachtung zu erstellen, wird im Folgenden das Potential

V (2)(x) =

{
V (1)(x) für |x| > 4

√
3

0 für |x| ≤ 4
√

3
(4.8)

untersucht, welches keine gebundenen Zustände mehr besitzt. Es sieht für E ≥ 0 aus
wie (2.23) in Abbildung 1. Der Abschnitt, indem V (1) < 0 ist, wird auf Null gesetzt.
Zudem ist, wie in Abschnitt 4.2 gezeigt, die erste Resonanzenergie niedrig genug, um
einen Phasensprung in der Streuphase des niedrigsten angeregten Zustandes positiver
Parität zu beobachten.
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4.2 Resonanzen am Potential V (2)

Die Energiespektren werden mit der Shooting-Methode genauso ermittelt wie bei V (1) in
Abschnitt 4.1. Im Folgenden sollen die Ergebnisse aus den Gitterrechnungen (Abschnitt
3.3) hervorgehoben werden.
Die 2-Punkt-Funktionen werden mit dem Mittelwert (3.15) berechnet. Die hierfür be-
nötigten Pfade erstellt man mit dem Metropolis-Algorithmus, welcher in Abschnitt 3.3
erläutert wurde. Zunächst müssen die Parameter für die Gitterrechnungen festgelegt wer-
den. Ein Richtwert für die Anzahl an Gitterpunkten ist bei 2-Punkt-Funktionen die In-
verse zu ermittelnde Energiedi�erenz. Um gute Ergebnisse zu erhalten, sollte folgende
Bedingung erfüllt sein:

ã = 1 <<
1

Ẽ1 − ẼΩ

<< T. (4.9)

Die Energiedi�erenzen sind aus der Berechnung mit der Shooting-Methode bereits be-
kannt und das T kann passend gewählt werden. Für das hier betrachtete Intervall
8 ≤ L̃ ≤ 24 ist diese Bedingung mit T = 64 immer erfüllt. Die Anzahl an verwendeten
Pfaden wird auf N = 100000 gesetzt und es werden vor jedem Durchlauf Ntherm = 1000
Thermalisierungssweeps durchgeführt, die, wie in Abbildung 8 zu sehen, ausreichen, um
das System ins Gleichgewicht zu bringen. Aus der Betrachtung von σ(b) in Abbildung
8 folgert man, dass für die 2-Punkt-Funktion c̃−0 und die Grundzustandsenergie ẼΩ die
Bingöÿe auf b = 100 gesetzt werden kann, um Autokorrelationen bei diesen Observa-
blen zu vermeiden. Hingegen stagniert der Fehler von c̃+

1 nicht bis zu einer Bingröÿe von
b = 1000. Diese Gröÿe weist also starke Autokorrelationen auf. Hier wird die Bingröÿe
auf b = 100 gesetzt und eventuelle systematische Fehler für das erste angeregte Niveau
positiver Parität in Kauf genommen. Als statistischer Fehler wird der Standardfehler
verwendet.
Wählt man den Operator wie in (2.15), so kann die Grundzustandsenergie des Systems
berechnet werden. Die dimensionslose Gröÿe hierzu, mit der der Mittelwert gebildet wird,
sieht folgendermaÿen aus:

Õ(x̃(t̃)) =
1

2
− m̃

2
(x̃(ã)− x̃(0))2 + Ṽ (x̃(t̃)), (4.10)

wobei Ṽ (x̃) = V (2)(x) und m̃ = 1 gesetzt werden. Anschlieÿend wird mittels χ2-Fit
an eine Konstante die Grundzustandsenergie aus den Mittelwerten und dazugehörigen
Fehlern an jedem Gitterpunkt ermittelt (Abb. 13).
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Abbildung 13: Ermittlung der Grundzustandsenergie aus den Mittelwerten und Fehlern
pro Gitterpunkt für L̃ = 14 und ∆x̃ = 6. 〈ẼΩ〉 entspricht der Geraden.

Mit dem Operator (2.10) kann die Energiedi�erenz zwischen dem niedrigsten Zustand
negativer Parität und dem Grundzustand berechnet werden. Die 2-Punkt-Funktion hängt
von den Orten zweier Gitterpunkte ab. Da wegen der zeitlichen Periodizität kein Gitter-
punkt ausgezeichnet ist, ergeben sich T Werte pro Pfad, die zum Mittelwert an jedem
Gitterpunkt beitragen. Der Wert für die Energiedi�erenz kann dann durch einen Fit mit
(2.11) für t̃ � 0 bestimmt werden. Üblich ist es jedoch, aus c̃−0 (t̃) die e�ektive Masse
m̃e� zu bilden und ebenfalls einen χ2-Fit an eine Konstante durchzuführen. Die e�ektive
Masse entspricht der gesuchten Energiedi�erenz:

m̃e� = Ẽ−0 − ẼΩ ≈ ln

(
c̃−0 (t̃)

c̃−0 (t̃+ 1)

)
für t̃→∞ (4.11)

Man führt den Fit für einen Bereich in dem die e�ektive Masse ein konstantes Plateau
aufweist, wie in Abbildung 14 gezeigt, durch.
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Abbildung 14: (Links) 2-Punkt-Funktion für L̃ = 14. (Rechts) Dazugehörige e�ektive
Masse mit χ2-Fit im Intervall 7 ≤ t̃ ≤ 12.
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Da wegen den periodischen Randbedingungen die 2-Punkt-Funktion symmetrisch um
t̃ = T

2 ist und somit in der zweiten Hälfte wieder ansteigt, betrachtet man nur das halbe
Intervall.
Abschlieÿend kann der Operator (2.12) verwendet werden, um die Energiedi�erenz zwi-
schen dem niedrigsten angeregten Zustand positiver Parität und dem Grundzustand zu
erhalten. Die 2-Punkt-Funktion hierfür ist ebenfalls eine abfallende Exponentialfunktion
und verläuft ähnlich wie in Abbildung 14. Eine e�ektive Masse kann aber ohne explizite
Berechnung der additiven Konstante in (2.13) nicht bestimmt werden. Um den Wert zu
erhalten, wird der χ2-Fit nun mit der Funktion (2.13) für t̃� 0 erstellt.
Die Rechnungen werden für das L̃-Intervall mit einer Schrittweite von ∆L̃ = 0.5 durchge-
führt und das ∆x̃ jedes Mal angepasst. Mit den jeweils ermittelten Di�erenzen Ẽ−0 − ẼΩ

und Ẽ+
1 − ẼΩ und dem Wert für die Grundzustandsenergie 〈ẼΩ〉 wird das Spektrum

Ẽ(L̃) für die ersten drei Energieniveaus erstellt. Abbildung 15 stellt dieses dem E(L) aus
der Berechnung mit der Shooting-Methode gegenüber.
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(c) Ẽ(L̃) für P = +
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Abbildung 15: Vergleich zwischen E(L), welches mit Mathematica berechnet wurde
(rechts) und dem Ẽ(L̃) aus den Gitterrechnungen (links).
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Sowohl die Berechnungen mit der Shooting-Methode, als auch mit den Gitterrechnungen
liefern dimensionslose Ergebnisse. Die in Abschnitt 3.3 eingeführte Kennzeichnung der
Gröÿen wurde hier beibehalten, um zwischen den Resultaten unterscheiden zu können.
Die Gegenüberstellung in Abbildung 15 zeigt deutliche Diskrepanzen auf. Das Ergeb-
nis Ẽ−0 (L̃) aus der Gitterrechnung in Abbildung 15 (a) ist mit dem Niveau 0 in (b) zu
vergleichen. Man erkennt, dass die Werte auch im Rahmen statistischer Fehler nur grob
übereinstimmen. Ein systematischer Fehler ist der in Abschnitt 3.3 erwähnte, für gute
Ergebnisse notwendige Grenzwert ins Kontinuum, welcher hier nicht durchgeführt wurde.
Desweiteren sind die Ergebnisse für jedes L̃ stark von den Parametern T und ∆x̃ ab-
hängig, welche nur geringfügig an das jeweilige L̃ angepasst wurden. Auch der Fitbereich
für die e�ektive Masse wurde für alle L̃ beibehalten, wodurch Abweichungen entstehen.
Dennoch lässt der Verlauf auf die prinzipielle Richtigkeit der Ergebnisse schlieÿen, was
für einen qualitativen Vergleich ausreicht.
Ähnlich ist es für das Grundzustandsniveau ẼΩ in Abbildung 15 (c), welches zum 0-ten
Niveau in (d) korrespondiert. Auch hier scheint der Verlauf zu stimmen und Abweichun-
gen folgen aus denselben systematischen Fehlern.
Hingegen weist Ẽ+

1 (L̃) starke Unterschiede zum Niveau 1 auf. Diese können aber auf die,
für die 2-Punkt-Funktion c̃+

1 (t̃) o�ensichtlich zu klein gewählte Bingröÿe zurückgeführt
werden (Abb. 8). Dies führt zu Fluktuationen in der abfallenden 2-Punkt-Funktion für
t̃� 0, wodurch der χ2-Fit gröÿere Fehler aufweist. Eine Berechnung der Streuphase er-
weist sich an diesem Niveau ohne weitere Feinjustierungen als wenig sinnvoll.

Die Ergebnisse verdeutlichen die Schwierigkeiten bei Gitterrechnungen. Obwohl im Ver-
gleich zu der in Abschnitt 4.1 verwendeten Schrittweite, ∆L = 0.1, die hier benutzte,
∆L̃ = 0.5, gröÿer ist und somit weniger Werte produziert werden, sind die Gitterrech-
nungen deutlich rechenintensiver. Auch die Wahl der Parameter für jedes L̃ erweist sich
trotz eines vorhandenen Richtwertes (4.9) als schwierig und führt zu Abweichungen. Die
Ergebnisse können ohne Extrapolation kaum weiterverwertet werden.
Die Berechnungen nur der drei niedrigsten Niveaus des Energiespektrums für dieses rela-
tiv simple, eindimensionale, quantenmechanische Problem mit Gitterechnungen verdeut-
lichen die Schwierigkeit der Untersuchung von Resonanzen, mit welcher man in der QCD
konfrontiert ist. Da in der QCD keine Schrödingergleichung vorhanden ist, die mit der
Shooting-Methode relativ einfach gelöst werden kann, muss man die numerisch deutlich
anspruchsvolleren Pfadintegrale verwenden.
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5 Zusammenfassung und Ausblick
Mit den hier vorgestellten Methoden können Resonanzen in der QM untersucht wer-
den. Die Ergebnisse für die betrachteten Beispiele zeigen Eigenschaften auf, welche auf
Resonanzen in der QCD übertragen werden können. Demnach äuÿern sie sich durch
einen charakteristischen Verlauf im Spektrum der Energieniveaus in Abhängigkeit einer
räumlichen Periode. Die Lüscher-Methode liefert unter bestimmten Bedingungen die Zu-
sammenhänge, welche für die Bestimmung von Masse und Lebensdauer einer Resonanz
benötigt werden. Diese sind natürlich in der QCD wesentlich verschieden von den hier
präsentierten. Dennoch wird die prinzipielle Vorgehensweise deutlich. Ziel ist die Bestim-
mung der Streuphase, welche bei der Resonanzenergie einen Phasensprung aufweist. Aus
dieser können dann die physikalischen Gröÿen gewonnen werden. Allerdings sind die Me-
thoden, welche für die Untersuchung von Resonanzen in der QCD verwendet werden,
deutlich komplizierter und praktisch anspruchsvoller.
Bei den hier durchgeführten Gitterrechnungen fehlen Extrapolationen, welche zu besseren
Ergebnissen führen könnten. Der hier gezeigte, qualitative Vergleich könnte somit genauer
ausgeführt werden. Hierbei muss man sich nicht auf die ersten drei Niveaus beschränken,
sondern kann auch höher liegende mithilfe von Korrelationsmatrizen berechnen.
Diese Arbeit stellt eine vorbereitende Untersuchung für Berechnungen von Resonanzen
mit der Gitter-QCD dar. Erste Schritte, wie die Berechnung von Korrelationsfunktionen
für das Meson a0(980) sind bereits in Arbeit.
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