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Abstract

Diese Arbeit beschäftigt sich mit der Bestimmung des Parameters ΛMS für nf = 2 Quark�a-
vors im Impulsraum. Dazu wird das statische Quark-Antiquark Potential benutzt. Gitterdaten
werden modelliert und mit einer kontinuierlichen Fouriertransformation in den Impulsraum
übertragen. Dort wird ein Fit an den Ausdruck des Potentials aus der Störungstheorie durch-
geführt. Insbesondere wird ein Vergleich mit der Methode der diskreten Fouriertransformation
angestellt.
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1 Einleitung

1 Einleitung
1.1 Grundzüge der Quantenchromodynamik
Die heutzutage anerkannte Theorie der Elementarteilchenphysik ist das Standardmodell, wel-
ches die starke, schwache und elektromagnetische Wechselwirkung beinhaltet. Die Quanten-
chromodynamik (QCD), die darin die starke Wechselwirkung beschreibt, ist eine Quanten-
feldtheorie, der die Eichgruppe SU(3) zugrundeliegt. Es gibt einen Freiheitsgrad, der als Farbe
bezeichnet wird und für den drei Ladungszustände existieren: rot, grün und blau. Teilchen,
die diese Farbladung tragen, sind die elementaren Quarks q, die in sechs verschiedenen Mas-
sen beziehungsweise Sorten (�avors: up, down, strange, charm, top und bottom) auftreten.
Deren Antiteilchen, die Antiquarks q, besitzen eine der entsprechenden Antifarben: antirot,
antigrün und antiblau. Die Austauschteilchen der QCD, die die Wechselwirkungen zwischen
den farbgeladenen Quarks vermitteln, sind die masselosen Gluonen. Im Gegensatz zu den Aus-
tauschteilchen der anderen Wechselwirkungen des Standardmodells tragen auch sie eine von 8
möglichen Kombinationen aus Farben und Antifarben und sind somit in der Lage mit anderen
Gluonen in Wechselwirkung zu treten. Theoretisch manifestiert sich diese Eigenschaft darin,
dass die SU(3) eine nicht-abelsche Gruppe ist. Dieser fundamentale Unterschied führt zu in-
teressanten Phänomenen. Quarks treten nicht isoliert auf, sondern bilden mit anderen Quarks
und Antiquarks farbneutrale Teilchen, die Hadronen, welche in Mesonen (qq) und Baryonen
(qqq) eingeteilt werden. Dies bezeichnet man als Con�nement. Möchte man beispielsweise
ein Quark-Antiquark Paar trennen, so steigt die Energie des Farbfeldes mit zunehmendem
Abstand so lange weiter an, bis es energetisch günstiger ist ein weiteres farbneutrales Quark-
Antiquark Paar zu erzeugen. Dieses Verhalten spiegelt sich im Potentialverlauf wieder, welcher
für groÿe Abstände linear ist. Bei kleineren Abständen verhalten sich die Quarks hingegen
wie freie Teilchen. Man spricht von asymptotischer Freiheit.

Formal wird die QCD durch die Wirkung

SQCD =

∫
dt LQCD

=

∫
d4x

∑
f

Ψ
(f)
(
iγµDµ −m(f)

)
Ψ(f) − 1

2
Tr (FµνFµν)

 (1.1)

de�niert [1]. Die Summe läuft über alle Quarksorten: f ∈ [u, d, s, c, t, b]. Ψ(f) bezeichnet die
Quarkfelder,m(f) die Quarkmassen und γµ sind die 4×4 Dirac-Matrizen. Der Feldstärketensor
der QCD ist

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ],

wobei

Aµ =
8∑

a=1

λa

2
Aaµ

1



1 Einleitung

eine abkürzende Matrixschreibweise und g die Kopplung ist. Aaµ bezeichnet die Gluonfelder
und λa die 3× 3 Gell-Mann Matrizen, welche die Generatoren der SU(3) sind. Die kovariante
Ableitung

Dµ = ∂µ − igAµ
garantiert die lokale Eichinvarianz der Lagrangedichte LQCD.

Möchte man Massen oder das Quark-Antiquark Potential mit Methoden der QCD berechnen,
so geschieht dies allgemein mithilfe von Korrelationsfunktionen [1]:

C(τ) = 〈Ω|T̂
{
Ô(τ)Ô(0)

}
|Ω〉 =

1

Z

∫
DΨDΨDA O(τ)O(0)e−SQCD (1.2)

Z =

∫
DΨDΨDA e−SQCD ,

wobei die Integration über alle möglichen Feldkon�gurationen läuft. Es wurde die euklidische
Version gewählt. |Ω〉 ist der Vakuumzustand der QCD und T̂ der Zeitordnungsoperator, der
Operatoren in der Zeit absteigend anordnet. Ô stellt einen geeigneten, hier noch nicht näher
spezi�zierten Operator dar. Die exakte analytische Lösung des Pfadintegrals auf der rechten
Seite von (1.2) ist ausgeschlossen, weshalb man sich Näherungsmethoden oder numerischer
Methoden bedient. Im Bereich kleiner Abstände (=̂ groÿen Impulsen) ist eine Reihenentwick-

lung mithilfe der Störungstheorie möglich, denn die Kopplungskonstante αs = g2

4π , nach der
entwickelt wird, ist dort hinreichend klein. Allerdings kann man so nicht in Bereiche klei-
ner Impulse, beziehungsweise groÿer Abstände, in denen die Kopplung groÿ wird, vordringen.
Gerade dieser Bereich ist in der QCD oft von Interesse, denn viele Phänomene, wie das Con-
�nement oder die Bildung von Hadronen, treten dort auf.
Die im Jahr 1974 von K. Wilson eingeführte Gittereichtheorie [2] bietet eine nicht-perturbative
Behandlung der QCD, mit der auch der Niederenergiebereich beschrieben werden kann. Hier
werden die Pfadintegrale auf einer diskretisierten, euklidischen Raumzeit mithilfe von Metho-
den der statistischen Physik berechnet. Doch auch die Gitter-QCD ist eingeschränkt. Zum
einen aufgrund der extrem aufwendigen numerischen Rechnungen, und zum anderen durch
die Gitterdiskretisierung selbst.

1.2 Motivation
Das Ziel dieser Arbeit ist es, den Parameter ΛQCD, der die Skala der perturbativen QCD
bildet, im MS−Schema (modi�ed Minimal Subtraction Scheme) für nf = 2 Quark�avors zu
bestimmen. In zahlreichen Verö�entlichungen [3-8] wurde dieser bereits berechnet, nun soll
eine neue Methode angewendet werden.
Die Grundidee ist, störungstheoretische Rechnungen mit numerischen Gitterrechnungen zu
vergleichen. Der Vergleich �ndet in einem Bereich statt, in dem beide Theorien gültig sind.
Als gemeinsame Observable bietet sich das Quark-Antiquark Potential an, denn es ist in
der Störungstheorie sehr genau bekannt und auf dem Gitter relativ einfach zu berechnen.
Störungstheorie wird in der Regel im Impulsraum betrieben und konvergiert nur bei groÿen

2



1 Einleitung

Impulsen p � ΛQCD. Die Gitter-QCD, welche Zugang zu kleineren Impulsbereichen bietet,
�ndet, im Gegensatz zur Störungstheorie, im Ortsraum statt. In vorherigen Berechnungen
von ΛMS wurde deswegen die störungstheoretische Entwicklung des Potentials in den Orts-
raum fouriertransformiert, so dass der Parameter aus einem direkten Fit an die Gitterdaten
gewonnen werden konnte. Eine Arbeit aus dem Jahr 2011 [3] lieferte mit dieser Methode

ΛMS = 315(30)MeV.

Allerdings ist hier ein wesentlicher Teil des Fehlers systematisch, denn der Ausdruck für das
Potential, der fouriertransformiert wird, ist für kleine Impulse ungültig.
Eine alternative Vorgehensweise, um dieses Problem zu umgehen, bietet die Analyse im Im-
pulsraum. Dafür ist eine Fouriertransformation der Gitterdaten in den Impulsraum nötig, die
2014 in [4] durch eine diskrete Fouriertransformation realisiert wurde. Es wurde ein Wert von

ΛMS = 331(21)MeV

erzielt.
Die neue Idee für diese Arbeit ist, eine Modellfunktion an die Gitterdaten zu �tten und die-
se durch eine kontinuierliche Fouriertransformation in den Impulsraum zu übertragen. ΛMS

wird nun so bestimmt, dass die Norm der Di�erenz aus störungstheoretischem und fourier-
transformiertem Potential minimal ist. Man erho�t sich somit einen weiteren systematischen
Fehler (Abschnitt 3.4), der bei der diskreten Fouriertransformation auftritt, zu umgehen.

Nach diesem Überblick über die zugrundeliegenden Theorien und Ideen folgt in Kapitel 2
eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Formeln aus der Störungstheorie bezüglich des
Quark-Antiquark Potentials, welche sich hauptsächlich an [3, 4, 5, 9] orientiert. Insbesondere
sind alle dort angegebenen Konstanten aus [3] entnommen. Bevor in Kapitel 3 mit den Git-
terdaten weitergearbeitet wird und schlieÿlich in Kapitel 4 die Bestimmung von ΛMS erfolgt,
wird die Berechnung der Daten zunächst prinzipiell, basierend auf [2, 5], geschildert.

3
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2 Quark-Antiquark Potential in der
Störungstheorie

2.1 Laufende Kopplung und β−Funktion
Eine störungstheoretische Entwicklung entspricht einer Reihenentwicklung nach der Kopp-
lungskonstanten. In der Praxis werden zur Berechnung die Feynmanregeln benutzt. Jeder
Streuprozess kann durch eine Summe von Feynmandiagrammen dargestellt werden und zu
jedem Diagramm korrespondiert ein bestimmter Term, der zur Reihenentwicklung hinzuad-
diert wird. Bei der konkreten Berechnung dieser einzelnen Terme stöÿt man auf divergierende
Integrale, was physikalisch nicht sinnvoll ist. Man umgeht dieses Problem mit der Methode
der Renormierung. Die Grundidee dabei ist, zunächst mithilfe eines geeigneten Regulators die
Integrale auf endliche Werte zu bringen. Danach folgt die eigentliche Renormierung der freien
Parameter wie Kopplungskonstanten oder Massen [11]. Zurück bleibt eine Abhängigkeit der
renormierten Parameter von einer Renormierungsskala. Es gibt mehrere verschiedene Verfah-
ren zur Renormierung. Am häu�gsten wird das MS−Schema verwendet.
Die Kopplungskonstante αs der starken Wechselwirkung, die selbst dimensionslos ist, hängt
von einer solchen dimensionsbehafteten, beliebig wählbaren Renormierungsskala µ ab. Die
Abhängigkeit von dieser Skala, auch laufende Kopplung genannt, wird in der QCD durch die
β−Funktion

β[αs(µ)] =
µ

αs(µ)

dαs(µ)

dµ
(2.1)

beschrieben, deren Reihenentwicklung in αs bis zur Ordnung O(αs(µ)4) bekannt ist:

β[αs(µ)] = −αs(µ)

2π

3∑
n=0

(
αs(µ)

4π

)n
βn +O(αs(µ)5). (2.2)

Die Parameter βk, von denen β2 und β3 von dem verwendeten Renormierungsschema (hier:
MS) abhängig sind, lauten:

β0 = 11− 2

3
nf

β1 = 102− 38

3
nf

β2 =
2857

2
− 5033

18
nf +

325

54
n2
f

β3 =

(
149753

6
+ 3564ζ(3)

)
−
(

1078361

162
+

6508

27
ζ(3)

)
nf

+

(
50065

162
+

6472

81
ζ(3)

)
n2
f +

1093

729
n3
f .
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2.2 Störungstheoretisches Potential
Das statische Quark-Antiquark Potential für nf = 2 ist in der Störungstheorie derzeit bis zur
Ordnung O(αs(µ)4) beziehungsweise O(αs(µ)4 ln(αs(µ))) bekannt und wird konventionell wie
folgt angegeben:

V (p) = V0 − CF
4π

p2
αV [αs(µ), L(µ, p)]. (2.3)

Für die Eichgruppe SU(3) ist CF = 4/3, V0 eine Konstante und L(µ, p) = ln
(
µ2

p2

)
≡ L.

Die Reihenentwicklung nach der Kopplungskonstanten αs steckt in αV :

αV [αs(µ), L(µ, p)] = αs(µ)

{
1 +

αs(µ)

4π
P1(L) +

(
αs(µ)

4π

)2

P2(L)

+

(
αs(µ)

4π

)3

[P3(L) + a3 ln lnαs(µ)] + ...

}
.

(2.4)

Bei den Koe�zienten Pk(L) handelt es sich um Polynome vom Grad k:

P1(L) = a1 + β0L

P2(L) = a2 + (2a1β0 + β1)L+ β2
0L

2

P3(L) = a3 + (3a2β0 + 2a1β1 + β2)L+ β0

(
3a1β0 +

5

2
β1

)
L2 + β3

0L
3

mit

a1 =
31

3
− 10

9
nf

a2 =

(
4343

18
+ 36π2 − 9

4
π4 + 66ζ(3)

)
−
(

1229

27
+

52

3
ζ(3)

)
nf +

100

81
n2
f

a3 = a3 + 144π2

(
ln 3 + γE −

5

6

)
a3 ln = 144π2.

γE bezeichnet die Euler-Mascheroni-Konstante und a3 = a
(0)
3 + a

(1)
3 nf + a

(2)
3 n2

f + a
(3)
3 n3

f mit
den für SU(3) analytisch bekannten Koe�zienten

a
(0)
3 = 27c1 +

15

16
c2

a
(1)
3 =

9

2
c3 +

5

96
c4 −

68993

81
+

16624

27
ζ(3) +

160

9
ζ(5)

a
(2)
3 =

93631

972
+

16

45
π4 +

412

9
ζ(3)

a
(3)
3 = −1000

729
,
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2 Quark-Antiquark Potential in der Störungstheorie

wobei ζ für die Riemannsche Zetafunktion steht, und den numerischen Konstanten

c1 = 502.24

c2 = −136.39

c3 = −709.717

c4 = −56.83.

Als physikalische Observable bleibt das Quark-Antiquark Potential, im Gegensatz zur Kopp-
lungskonstanten, unabhängig von der Wahl der physikalisch bedeutungslosen Renormierungs-
skala µ. Es ist renormierungsgruppeninvariant und es gilt:

µ
d

dµ
V (p) = 0.

Der Ausdruck (2.4) kann nun vereinfacht werden, indem man die Renormierungsskala µ = p
wählt. Dies stellt sicher, dass die Gleichung aufgrund der Logarithmen, die über L eingehen,
nicht divergiert, denn L = 0. Insbesondere ist durch diese Wahl Pk(L) = ak ∀ k.
αV ist also nur noch eine Funktion von αs(p):

αV [αs(p)] = αs(p)

{
1 +

αs(p)

4π
a1 +

(
αs(p)

4π

)2

a2 +

(
αs(p)

4π

)3

[a3 + a3ln lnαs(p)] + ...

}
.

(2.5)
Im Folgenden wird der Term, der linear in αs(p) ist als LO (leading order) bezeichnet, Terme
bis zur Ordnung O(αs(p)

2) als NLO (next-to-leading order), Terme bis O(αs(p)
3) als NNLO

(next-to-next-to-leading order) und alle Terme bis zur Ordnung O(αs(p)
4) einschlieÿlich der

Ordnung O
(
αs(µ)4 lnαs(µ)

)
als NNNLO (next-to-next-to-next-to-leading order) [5].

2.3 Der Skalenparameter ΛMS
Neben den Gleichungen (2.3) und (2.5), wird noch ein Ausdruck für αs(p) benötigt, wozu die
Gleichung (2.1) mit der Wahl µ = p integriert wird:∫ ΛQCD

p

1

p′
dp′ =

∫
1

α′s(p)β[α′s(p)]
dα′s(p). (2.6)

Der Parameter ΛQCD taucht hier zunächst als obere Integrationsgrenze auf. Er ist wegen αs
und den schemenabhängigen Parametern der β−Funktion auch vom Renormierungsschema
abhängig. Da sich diese Arbeit, wie schon erwähnt, auf dasMS−Schema bezieht gilt ΛQCD =
ΛMS .

In führender Ordnung (n = 0) ist β[αs(p)] = −αs(p)
2π β0 und damit das Integral auf der rechten

Seite analytisch lösbar.
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2 Quark-Antiquark Potential in der Störungstheorie

ln

(
ΛMS

p

)
= −

∫ ∞
αs(p)

2π

α′s(p)
2β0

dα′s(p) = − 2π

β0αs(p)

⇒ αs(p) =
2π

β0 ln
(

p
ΛMS

) . (2.7)

An dieser Stelle bestätigt sich auch die bereits genannte Tatsache, dass die Störungstheorie
nur bei groÿen Impulsen p� ΛMS gültig ist, denn nur dann ist αs klein. Insbesondere diver-
giert die Kopplungskonstante bei Annäherung an ΛMS , αs(ΛMS) =∞. Der Parameter trennt
den Bereich, in dem die Störungstheorie anwendbar ist von dem, der nicht störungstheoretisch
behandelt werden kann. ΛMS de�niert somit eine Impulsskala auf der perturbative Näherun-
gen möglich sind.
Möchte man alle bekannten Terme der Beta-Funktion in die Integration von (2.6) miteinbe-
ziehen, führen einige Umformungen des Integrals [3, 4] auf

ln

(
p

ΛMS

)
= ln

(
β0αs(p)

4π

) β1
2β2

0 +
2π

β0αs(p)
+

∫ αs(p)

0

dα′s
α′s

(
1

β[α′s]
+

2π

β0α′s
− β1

2β2
0

)

= ln

(
β0αs(p)

4π

) β1
2β2

0 +
2π

β0αs(p)

+

∫ αs(p)

0

dα′s
α′s

 −2π

α′s

(
β0 + α′

s
4πβ1 +

(
α′
s

4π

)2
β2 +

(
α′
s

4π

)3
β3

) +
2π

β0α′s
− β1

2β2
0

 .

Nun gibt es zwei Möglichkeiten das Integral über α′s zu lösen. Einerseits durch Einsetzen der
Konstanten und numerischer Integration, was letztendlich den Ausdruck

ln

(
p

ΛMS

)
= ln

[
5.03839αs(p)

345
841

(12.5664αs(p) + 12.9623)
0.543062567

2 ((12.5664αs(p)− 2.32775)2 + 167.502)0.0693473

]

+
0.649985

αs(p)
− 0.3841 arccos

(
12.5664αs(p)− 2.32775√

(12.5664αs(p)− 2.32775)2 + 167.502

)
(2.8)

liefert.
Die andere Möglichkeit ist, nach einer Taylorentwicklung des ersten Summanden im Integran-
den bis zu O(αs(p)

2), das Integral analytisch zu lösen [5].
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2 Quark-Antiquark Potential in der Störungstheorie

Das Resultat ist:

ln

(
p

ΛMS

)
=

2π

β0αs(p)
+

β1

2β2
0

ln

(
β0αs(p)

4π

)
+
β0β2 − β2

1

8πβ3
0

αs(p) +
β2

0β3 − 2β0β1β2 + β3
1

64π2β4
0

αs(p)
2.

(2.9)

Beide Gleichungen können nicht explizit nach αs(p) aufgelöst werden, sondern enthalten die
Information nur implizit. Bei der späteren Berechnung von ΛMS kann sowohl Gleichung (2.8)
als auch (2.9) verwendet werden, indem diese numerisch gelöst werden. Mehr dazu folgt in
Abschnitt 4.1.
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3 Quark-Antiquark Potential auf dem Gitter
3.1 Berechnung
Die Basis für diese Arbeit sind Gitterdaten für das Quark-Antiquark Potential für nf =
2, die von der ETMC (European Twisted Mass Collaboration) berechnet wurden [10]. Der
Gitterabstand beträgt a = 0.042fm. Die restlichen Informationen können der folgenden Tabelle
entnommen werden.

β a [fm] (L/a)3 × T/a mPS [MeV] r0/a Anzahl Gitter
4.35 0.0420(17) 323 × 64 352(22) 9.81(13) 146

Auch wenn die Daten hier nicht berechnet wurden, ist es wichtig sich zunächst klar zu ma-
chen, wie man diese prinzipiell ermittelt.
Die Berechnung erfolgt unter der Annahme zweier unendlich schwerer, statischer Quarks. Das
Potential zwischen den beiden Quarks im Abstand r entspricht der Energiedi�erenz zwischen
dem Vakuumzustand der QCD |Ω〉 und dem Grundzustand, der ein solches Quark-Antiquark
Paar enthält [11]. Startpunkt ist die Korrelationsfunktion (1.2), für die der Operator so ge-
wählt wird, dass er, angewendet auf den Grundzustand, ein Quark-Antiquark Paar im Abstand
r zur Zeit τ erzeugt:

|φ(r, τ)〉 = Ôqq(r, τ)|Ω〉.

Damit und durch Einschieben der Identität in Form von Energieeigenzuständen erhält man
mit der euklidischen Zeit τ :

C(r, τ) = 〈φ(r, τ)|φ(r, 0)〉 = 〈Ω|Ô†qq(r, τ)Ôqq(r, 0)|Ω〉

=
∑
n

〈Ω|eĤτ Ô†qq(r, 0)|n〉〈n|e−Ĥτ Ôqq(r, 0)|Ω〉

=
∑
n

〈φ(r)|n〉〈n|φ(r)〉e−(En−EΩ)τ

=
∑
n

|〈φ(r)|n〉|2e−(En−EΩ)τ , (3.1)

wobei |φ(r)〉 = |φ(r, 0)〉. Bildet man nun den Grenzwert für groÿe Zeiten τ , kann (3.1) mit
dem ersten Term der Summe (n = 0) genähert werden, da dieser dann gegenüber den anderen
dominiert:

lim
τ→∞

C(r, τ) = |〈φ(r, 0)|0〉|2e−(E0−EΩ)τ . (3.2)

E0 − EΩ = V (r) ist das gesuchte Quark-Antiquark Potential. Für die weitere Behandlung
benötigt man Pfadintegralerwartungswerte von sogenannten Wilson-Loops WC [A]:

W (r, τ) ≡ 〈WC [A]〉.

Es kann gezeigt werden [2], dass diese proportional zu (3.1) sind. Damit gilt für groÿe Zeiten

W (r, τ)
τ→∞−−−→ F (r)e−V (r)τ .
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3 Quark-Antiquark Potential auf dem Gitter

Daraus lässt sich das Quark-Antiquark Potential folgendermaÿen bestimmen:

E0 − EΩ = lim
τ→∞

1

a
ln

(
W (r, τ)

W (r, τ + a)

)
(3.3)

=
1

a
ln

(
F (r)e−V (r)τ

F (r)e−V (r)(τ+a)

)
=

1

a
ln
(

eV (r)a
)

= V (r).

Auf dem Gitter nimmt der Wilson-Loop folgende Form an:

WC [U ] = Tr
∏
l∈CL

Ul. (3.4)

Ul sind Linkvariablen zwischen zwei Gitterpunkten auf einem geschlossenen, rechteckigen Pfad
CL. Im Kontinuum enthalten die Aµ die entsprechende Information.
Der Pfadintegralerwartungswert berechnet sich wie folgt:

〈WC [U ]〉 =
1

Z

∏
f

Dψ(f)Dψ
(f)

DU WC [U ]e−S[ψ,ψ,U ], (3.5)

wobei S[ψ,ψ, U ] die diskretisierte, euklidische Wirkung ist. Das Integral kann numerisch mit
Monte-Carlo Methoden gelöst werden. Weitere Details, die zur Berechnung notwendig sind,
können zum Beispiel in [2] nachgelesen werden.

3.2 Modellierung der Gitterdaten
Das Quark-Antiquark Potential kann für Groÿe Abstände r näherungsweise durch

Vqq(r) = V0 + σr − π

12r
(3.6)

beschrieben werden [12]. V0 ist eine Konstante und − π
12 ein phenomenologischer Wert. Der

σr−Term ist für das Con�nement verantwortlich. Man bezeichnet σ als Stringspannung.
Der erste Schritt ist die Modellierung der Gitterdaten durch eine analytische Funktion VFit(r),
welche für groÿe r (3.6) entspricht. Hierfür wird ein χ2−Fit durchgeführt, bei dem die Para-
meter des Modells so bestimmt werden, dass

χ2 =

N−1∑
i=0

[
Vi − VFit(ri)

σi

]2

(3.7)

minimal wird. (ri, Vi = V (ri)) stellt das Set von N Gitterdaten mit Fehlern σi dar.
Die Fitparameter werden im Folgenden mit xk bezeichnet. Zur Basisdarstellung des Quark-
Antiquark Potentials (3.6) können drei weitere Terme,

xi
1

r2
, xj

log( ra)

r
und xk

log( ra)

r2

10



3 Quark-Antiquark Potential auf dem Gitter

hinzugenommen werden. 1
rn−Terme für n > 2 sind prinzipiell auch möglich, um das Potential

gut zu modellieren. In [4, 5] wurden diese verwendet, was jedoch in dieser Arbeit nicht mehr
möglich ist, denn die Terme erwiesen sich im Weiteren als nicht fouriertransformierbar.
Eine weitere Option ist die feste Vorgabe oder ein Mit�tten der bereits oben spezi�zierten,
bekannten Parameter − π

12 und σ. Für alle im Rahmen dieser Arbeit analysierten Fitmodelle
wurde stets σ = 1550MeV/fm [4] festgehalten. Bei dem letzten Modell, mit den meisten Ter-
men, musste zusätzlich x2 = − π

12 gesetzt werden, um später stabile Resultate zu erhalten.
Auch die Wahl des Fitbereichs ist ausschlaggebend. Um den Fit zu verbessern kann dieser
durch rmin und rmax eingeschränkt werden, denn für r < 2a kommt es zu groÿen Diskretisie-
rungsfehlern. Für alle Modelle wurde rmax = 10a gewählt. Durch ein gröÿeres rmin würde man
den reduzierten χ2−Wert verbessern, der für einen guten Fit etwa χ2/dof . 1 beträgt. Je-
doch steckt die Information über den Parameter ΛMS , der die Gültigkeit der Störungstheorie
bei groÿen Impulsen festlegt, entsprechend hauptsächlich im Bereich kleinerer Abstände. Auf
Kosten des χ2/dof−Wertes wurde rmin auf 2a festgesetzt, um die dort wichtigen Gitterdaten
auszunutzen. Folgende Fitmodelle wurden in Betracht gezogen:

• 2 Parameter: V (2)(r) = x0 + σr + x2
r ,

χ2

dof = 8.5

• 3 Parameter: V (3)(r) = x0 + σr + x2
r + x3

r2 ,
χ2

dof = 5.0

• 3 Parameter: V (3,ln)(r) = x0 + σr + x2
r +

x3 ln( r
a

)

r , χ2

dof = 4.4

• 4 Parameter: V (4,ln)(r) = x0 + σr + x2
r + x3

r2 +
x4 ln( r

a
)

r , χ2

dof = 3.2

• 4 Parameter: V (4,2 ln)(r) = x0 + σr + x2
r + x3

r2 +
x4 ln( r

a
)

r2 , χ2

dof = 2.9

• 4 Parameter: V (4+2,2 ln)(r) = x0 + σr − π
12r + x3

r2 +
x4 ln( r

a
)

r +
x5 ln( r

a
)

r2 , χ2

dof = 3.1

Eine Ursache, weshalb χ2/dof > 1 ist, könnte die noch zu schlechte Beschreibung des Poten-
tials durch die Modellfunktionen sein. Andererseits könnten auch Diskretisierungsfehler, wie
Abweichungen von der Rotationsinvarianz [3], dazu führen.
Da die Gitterdaten in Einheiten von a vorliegen und auch alle Rechnungen in Einheiten
des Gitterabstands durchgeführt werden, müssen auch die Modelle auf eine dimensionslo-
se Form gebracht werden. Hierzu wird das Potential mit dem Gitterabstand multipliziert,
V̂ (r) = V (r)a, und r̂ = r

a gesetzt. Insgesamt ergibt sich damit beispielsweise für das erste
Modell mit 4 Parametern:

V̂ (4,ln)(r̂) = x0a+ σa2r̂ +
x2

r̂
+

x3

r̂2a
+
x4 ln(r̂)

r̂
. (3.8)

Die e�ektiven Fitparameter sind dann
(
x0a, x2,

x3
a , x4

)
und müssen bei Bedarf wieder kor-

rekt umgerechnet werden. Alle numerischen Rechnungen �nden allerdings weiterhin in Gitter-
einheiten statt. Abbildung 1 zeigt beispielhaft einen Fit des Modells V (4,ln) an die Gitterdaten.
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 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

V
 a

r/a

Lattica Data

Fit

Abbildung 1: Fit des Modells V (4,ln) an die Gitterdaten im Bereich 2.0 ≤ r
a ≤ 10.0.

3.3 Fouriertransformation in den Impulsraum
Nachdem die Parameter, je nach Wahl des Fitmodells, bekannt sind, kann die kontinuierliche
Fouriertransformation durchgeführt werden, um einen Ausdruck für das Quark-Antiquark
Potential im Impulsraum zu erhalten. Per Konvention gilt für die Transformationen zwischen
Orts- und Impulsraum:

V (r) =
1

(2π)3

∫
d3pei~p~rV (p)

V (p) =

∫
d3re−i~p~rV (r). (3.9)

Wir benötigen letztere, in der, wegen des sphärisch symmetrischen Potentials, die Integration
in Kugelkoordinaten durchgeführt werden kann. Damit vereinfacht sich (3.9) zu

V (p) =

∫ ∞
0

dr

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dϑe−ipr cosϑr2 sinϑV (r)

= 2π

∫ ∞
0

dr

∫ 1

−1
d cosϑe−ipr cosϑr2V (r)

=
4π

p

∫ ∞
0

dr sin(pr)rV (r). (3.10)

Mit (3.10) können die verschiedenen Fitmodelle fouriertransformiert werden. Im Folgenden
wird jeder Term einzeln untersucht.
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3 Quark-Antiquark Potential auf dem Gitter

Da der erste Term aller Modelle, x0, lediglich eine Konstante ist, handelt es sich bei seiner
Fouriertransformation um die Deltafunktion:∫

d3re−i~p~rx0 = (2π)3x0δ(~p). (3.11)

Wegen δ(~p) = 0 für ~p 6= 0 gibt es keinen Beitrag zum Potential im Impulsraum.
Der nächste Term σr, der auch in allen Modellen vertreten ist, transformiert sich mit zwei-
maliger partieller Integration wie folgt:

σ4π

p

∫ ∞
0

dr sin(pr)r2

= lim
ε→0

σ4π

p

[
e−εr

(
−r

2

p
cos(pr) + 2

r

p2
sin(pr) +

2

p3
cos(pr)

)]∞
0

= −σ8π

p4
. (3.12)

Als nächstes betrachten wir den x2
r −Term, dessen Fouriertransformation durch

x24π

p

∫ ∞
0

dr sin(pr) = lim
ε→0

x24π

p

[
e−εr

(
−cos(pr)

p

)]∞
0

=
x24π

p2
(3.13)

gegeben ist. Das Integral für die Transformation von xk
r2 ist allgemein bekannt:

xk4π

p

∫ ∞
0

dr
sin(pr)

r︸ ︷︷ ︸
=π

2

=
xk2π

2

p
. (3.14)

Die Fouriertransformation des ersten Logarithmus-Terms wurde bereits beispielsweise in [13]
hergeleitet und wird von dort übernommen:∫

d3rxk
ln( ra)

r
e−i~p~r = −xk4π

ln(paeγE )

p2
(3.15)

Daraus kann auch auf die Fouriertransformation des zweiten Logarithmus-Terms
ln( r

a
)

r2 ge-
schlossen werden: ∫

d3rxk
ln( ra)

r2
e−i~p~r = −xk2π2 ln(paeγE )

p
. (3.16)

Das Quark-Antiquark Potential im Impulsraum für Modell V (4,ln) lautet somit insgesamt:

V (4,ln)(p) = −σ8π

p4
+ x2

4π

p2
+ x3

2π2

p
− x4

4π ln(paeγE )

p2
. (3.17)

In Abbildung 2 ist das zu der Fitkurve aus Abbildung 1 korrespondierende fouriertransfor-
mierte Potential aus Gleichung (3.17) dargestellt.
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Abbildung 2: Fouriertransformation des Modells V (4,ln).

3.4 Vergleich mit diskreter Fouriertransformation
Eine Motivation dieser Arbeit war ein Problem, dass während der diskreten Fouriertransfor-
mation in [4, 5] auftrat. Da die Gitterdaten nur bis r = 10a reichen, war dort zunächst eine
Extrapolation zu gröÿeren Abständen nötig, um genug Datenpunkte zu bekommen. Dies ge-
schah, indem das Potential zunächst durch einen χ2−Fit mit einer rotationssymmetrischen
Funktion modelliert wurde. Damit wurden dann für den Bereich, in dem r > 10a ist, diskrete
Datenpunkte erzeugt. Es kommt also bei r = 10a zu einem Übergangspunkt. Im fouriertrans-
formierten Potential wurden Schwingungen beobachtet. Diese weisen darauf hin, dass o�enbar
kein perfekter, glatter Übergang zwischen den Gitterdaten und den erzeugten Daten vorliegt.
Eine Fouriertransformation führt in solchen Fällen zu den beobachteten Schwingungen. Be-
sonders deutlich sind diese zu erkennen, wenn man die Gröÿe αV betrachtet. Durch Ableiten
von Gleichung (2.3) nach p kann diese so ausgedrückt werden:

αV =
3

32π
p3dV

dp
. (3.18)

Man bezeichnet αV auch als �tree-level-coupling� [5]. Ist die Fouriertransformation V (p) be-
kannt, kann αV mit (3.18) leicht berechnet werden. Abbildung 3(a) zeigt einen Plot der Gröÿe
im Fall der diskreten Fouriertransformation, wo man deutlich einen sinusförmigen Verlauf er-
kennt. Dieser beginnt auch bereits in dem Bereich, der später für den Fit relevant sein wird.
Dem gegenüber steht in Abbildung 3(b) das Ergebnis mit einer kontinuierlichen Fouriertrans-
formation.
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3 Quark-Antiquark Potential auf dem Gitter

Wie erwartet sind in diesem Fall keine Schwingungen zu beobachten, der Verlauf ist monoton.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  2000  4000  6000  8000  10000 12000 14000

α

p [MeV]

V1 (r)
V2 (r)
V3 (r)
V4 (r)
V4

*(r)
V5 (r)

(a) αV im Fall der diskreten Fouriertransformation für ver-
schiedene in [5] zur Extrapolation verwendete Fitmodelle.
Die Abbildung stammt aus [5].
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Abbildung 3: �tree-level-coupling� αV
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4 Bestimmung von ΛMS

4 Bestimmung von ΛMS
In diesem Abschnitt geht es schlieÿlich um die Berechnung des gesuchten Parameters ΛMS .
Dies geschieht, indem die zuvor eingeführten Funktionen für das statische Potential aus Stö-
rungstheorie,

Vpert = V0−
16π

3p2
αs(p)

{
1 +

αs(p)

4π
a1 +

(
αs(p)

4π

)2

a2 +

(
αs(p)

4π

)3

[a3 + a3ln lnαs(p)]

}
(4.1)

und die Fouriertransformation des Fits an die numerischen Gitterdaten Vfourier im Intervall
[pmin, pmax] aneinander ge�ttet werden. Wichtig ist hierbei, dass das störungstheoretische
Potential über αs von V0 und ΛMS abhängt. Es gilt also Vpert = Vpert(p, V0,ΛMS), wohingegen
Vfourier = Vfourier(p).

4.1 Methoden
Ähnlich zum χ2−Fit wird eine Funktion G de�niert, die die Norm der Di�erenz der beiden
Funktionen für das Quark-Antiquark Potential im Bereich zwischen pmin und pmax beschreibt,
also ein Maÿ für deren Abstand voneinander darstellt. Eine mögliche Wahl ist:

G(V0,ΛMS) =

∫ pmax

pmin

dp
(∣∣Vpert(p, V0,ΛMS)− Vfourier(p)

∣∣)2 . (4.2)

Dieser Abstand und somit auch G sollte minimal sein, da beide Funktionen das gleiche Po-
tential beschreiben.
Eine mögliche Methode ist also ein direktes Minimieren von (4.2) bezüglich der beiden of-
fenen Parameter V0 und ΛMS . Die numerisch durchzuführende Minimierung �ndet somit in
zwei Dimensionen statt und wurde im Programmcode mit der GNU Scienti�c Library (GSL)
realisiert.
Eine andere Möglichkeit ist das in diesem Fall ebenfalls zweidimensionale Newton-Verfahren.
Hierzu setzt man den Gradienten von G gleich Null:

~∇G(V0,ΛMS) =

(
∂
∂V0

∫ pmax
pmin

dp
(∣∣Vpert(p, V0,ΛMS)− Vfit(p)

∣∣)2
∂

∂ΛMS

∫ pmax
pmin

dp
(∣∣Vpert(p, V0,ΛMS)− Vfit(p)

∣∣)2
)

= ~0,

worauf dann eine zweidimensionale Nullstellensuche angewendet werden kann.
Da beide Methoden bis auf ausreichende Genauigkeit dieselben numerischen Werte liefern,
wird in der folgenden Auswertung keine Unterscheidung vorgenommen.
Weiterhin ist zu beachten, dass die Kopplungskonstante αs(p), wie sie über (4.1) in die Be-
rechnung mit eingeht, nicht explizit als Funktion von p gegeben ist, sondern nur implizit
durch die Gleichungen (2.8) und (2.9). Werte von αs für festes p und ΛMS können aber durch
eine einfache eindimensionale Nullstellensuche mit dem Newton-Verfahren gefunden werden.
In der folgenden Auswertung wird zwischen den beiden Gleichungen unterschieden. Damit
sofort klar ist, um welche Methode es sich handelt, wird Gleichung (2.8), welche aus numeri-
scher Integration hervorging, im Folgenden mit [NUM] und Gleichung (2.9), welche analytisch
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gewonnen wurde, mit [ANA] bezeichnet. In [4] wurden diese mit (I) und (II) bezeichnet. Ab-
bildung 4 zeigt den Verlauf von αs(p) in verschiedenen Impulsbereichen für ein vorgegebenes
ΛMS und unter Verwendung von [NUM].
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Abbildung 4: Verlauf von αs(p) für festes ΛMS = 320MeV, berechnet mit [NUM]. Links im
für den Impulsraum�t relevanten Bereich und rechts für groÿe Impulsbereiche.

Jetzt bleibt nur noch die Wahl des Fitintervalls [pmin, pmax] zu diskutieren. In [4] wird ar-
gumentiert, dass die störungstheoretische Entwicklung des Quark-Antiquark Potentials für
nf = 2 bis zu einem Wert der Kopplungskonstanten von αs(p) . 0.31 eine gute Nähe-
rung ist. Dieser Wert korrespondiert zu einem Impuls p ' 1500MeV, wie man auch anhand
von Abbildung 4 erkennen kann. Für die untere Integrationsgrenze muss also mindestens
pmin = 1500MeV gewählt werden. Die Existenz einer Obergrenze des Impulses ist durch
den endlichen Gitterabstand a begründet. Dazu korrespondiert ein maximaler Impuls von
p = π/a ≈ 15GeV. Es stellte sich allerdings heraus, dass man nur bis hin zu einer oberen
Grenze von pmax = 3000MeV relativ stabile Werte für ΛMS erhält. Im Folgenden wird sich
deshalb auf folgende Wahl beschränkt:

• pmin ∈ [1500, 2250]MeV

• pmax ∈ [2250, 3000]MeV

Abbildung 5 zeigt zunächst exemplarische Fits für alle vier Ordnungen der Störungstheorie
und unter Verwendung des Fitmodells V (4,ln). Die Grenzen des Fitbereichs wurden jeweils in
der Mitte der zugelassenen Intervalle gewählt und es wurde [NUM] zur Berechnung von αs(p)
verwendet.
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Abbildung 5: Beispielhafte Fits für Modell V (4,ln) unter Verwendung von [NUM] im Bereich
pmin = 1875MeV bis pmax = 2625MeV.
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4.2 Auswertung
In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich ΛMS unter Veränderung der verschiedenen
Parameter, wie der Wahl des Fitmodell oder des Fitbereichs, verhält. Dazu wurde für jedes
Modell aus Abschnitt 3.2 die Stabilität gegenüber der Variation des Fitbereichs für die beiden
höchsten Ordnungen der Störungstheorie (NNLO und NNNLO) und sowohl für [NUM], als
auch für [ANA] getestet. Die Untersuchungen sind analog zu denen in [4], um einen maximal
aussagekräftigen Vergleich zu erzielen.
Zum einen wurde pmin zwischen 1500MeV und 2200MeV in Schritten von 100MeV variiert,
während pmax = 2625MeV festgehalten wurde. Die Wertebereiche von ΛMS sind in Tabelle 1
aufgeführt. Desweiteren wurde unter pmin = 1875MeV die Obergrenze pmax von 2250MeV bis
2950MeV ebenfalls in Schritten von 100MeV durchlaufen. Tabelle 2 enthält die zugehörigen
Ergebnisse. Zuletzt wurde die Breite des Fitintervalls pmax−pmin = 750MeV konstant gehalten
und dessen Mitte pmax+pmin

2 zwischen 2250MeV und 2600MeV um jeweils 50MeV verschoben.
Die genauenWertebereiche, die sich für ΛMS ergeben, sind auch hierfür in Tabelle 3 aufgelistet.

V (2) V (3) V (3,ln) V (4,ln) V (4,2 ln) V (4+2,2 ln)

[NUM]
NNLO 338...338 344...344 344...345 340...346 343...348 340...346
NNNLO 311...314 316...320 317...319 316...318 319...320 316...318

[ANA]
NNLO 336...337 341...342 342...342 338...344 341...346 339...344
NNNLO 309...313 314...318 315...318 314...317 317...318 315...317

Tabelle 1: Wertebereiche von ΛMS in MeV für die verschiedenen Fitmodelle bei Variation von
pmin während pmax = 2625MeV.

V (2) V (3) V (3,ln) V (4,ln) V (4,2 ln) V (4+2,2 ln)

[NUM]
NNLO 338...338 344...344 344...344 341...344 344...347 342...345
NNNLO 312...314 318...319 318...319 317...318 319...320 317...319

[ANA]
NNLO 336...337 342...342 342...342 340...342 343...345 340...343
NNNLO 311...312 316...318 317...318 315...316 318...319 316...317

Tabelle 2: ΛMS in MeV bei Variation von pmax während pmin = 1875MeV.

V (2) V (3) V (3,ln) V (4,ln) V (4,2 ln) V (4+2,2 ln)

[NUM]
NNLO 338...339 344...345 344...344 338...342 342...345 339...343
NNNLO 313...316 318...321 319...320 315...317 318...320 316...318

[ANA]
NNLO 336...338 342...343 342...342 337...341 340...343 337...341
NNNLO 312...315 317...320 317...319 314...316 317...318 315...316

Tabelle 3: ΛMS in MeV bei Variation der Intervallmitte pmax+pmin
2 während die Breite des

Fitbereichs pmax − pmin = 750MeV.

Abbildung 6 veranschaulicht die Ergebnisse graphisch für das Fitmodell V (4,ln). Dort sind
auch die beiden niedrigsten störungstheoretischen Ordnungen (LO und NLO) mit aufgeführt.

19



4 Bestimmung von ΛMS

 0

 100

 200

 300

 400

 500

 600

 1500  1600  1700  1800  1900  2000  2100  2200

Λ
M

S
 [

M
e

V
]

pmin [MeV]

LO
NLO

NNLO
NNNLO

(a) pmax = 2625MeV [NUM]
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(b) pmax = 2625MeV [ANA]
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(c) pmin = 1875MeV [NUM]
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(d) pmin = 1875MeV [ANA]
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(e) pmax − pmin = 750MeV [NUM]
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Abbildung 6: Veranschaulichung der Wertebereiche für ΛMS bei Verwendung des Modells
V (4,ln). In der linken Spalte wurde [NUM] und in der rechten [ANA] benutzt.
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Anhand von Abbildung 6 ist zunächst zu erkennen, dass ΛMS bei allen Variationen für alle
vier Ordnungen stabil zu sein scheint. Betrachtet man die genauen Werte aus den Tabellen
1 bis 3, so sind kleine Schwankungen von im Mittel 2 − 3MeV für NNLO und NNNLO zu
sehen. Es lässt sich auch eine geringfügige Abhängigkeit vom Fitmodell erkennen. Die ΛMS-
Werte für Modell V (2), welches auch den schlechtesten χ2/dof−Wert besitzt, sind im Schnitt
um 4− 5MeV kleiner, als die der anderen Modelle. Die Wertebereiche der restlichen Modelle
überlappen allerdings teilweise.
Zwischen der Berechnung mit [ANA] oder [NUM] sind kaum Unterschiede zu erkennen. Dies
war zu erwarten, da beide Gleichungen lediglich durch zwei unterschiedliche Näherungen ent-
standen sind. Lediglich für NNLO scheinen die ΛMS−Werte mit [ANA] etwas unter denen
mit [NUM] zu liegen.
Zudem ist in Abbildung 6 das Konvergenzverhalten der Störungstheorie gut erkennbar. Die
Abstände zwischen ΛMS−Werten zweier aufeinander folgender Ordnungen nehmen mit zu-
nehmender Ordnung ab. Man kann also annehmen, dass die Ergebnisse für Ordnungen über
NNNLO sehr dicht an denen für NNNLO liegen werden. Insofern kann man davon ausgehen,
dass ΛMS−Werte nicht weiter als die Di�erenz zwischen NNNLO und NNLO von NNNLO
entfernt sind.

4.3 Fehlerbetrachtung
Die Berechnung von ΛMS birgt einige systematische Fehler, die in Abschnitt 4.2 bereits
angedeutet wurden. Zum einen ist eine Abhängigkeit von der Wahl des Fitmodells erkennbar.
Auch die Grenzen und die Breite des Fitintervalls [pmin, pmax] im Impulsraum bewirken eine
leichte Schwankung des Parameters. Um nicht eine bestimmte Einstellung zu bevorzugen
und Korrelationen zu vermeiden, wird eine groÿe Anzahl von Fits durchgeführt, wobei alle
möglichen Startwerte zufällig gewählt werden. Damit erhält man ein Endergebnis für ΛMS , das
durch den Mittelwert der einzelnen Resultate gegeben ist. Die Standardabweichung entspricht
dann dem systematischen Fehler ∆syst. Es ist durchaus sinnvoll, sowohl NNNLO, als auch
NNLO bei der Berechnung miteinzubeziehen, um einen realistischeren Fehler zu erhalten.
Somit wurden jeweils 10000 Fits für [ANA] und [NUM] durchgeführt. Dabei wurde in jedem Fit
zufällig ein Fitmodell aus

{
V (2), V (3), V (3,ln), V (4,ln), V (4,2 ln), V (4+2,2 ln)

}
, die Ordnung NNLO

oder NNNLO und ein Intervall [pmin, pmax] wie folgt ausgewählt:

• pmin ∈ [1500, 2250]MeV

• pmax ∈ [2250, 3000]MeV

• pmax − pmin ≥ 375MeV.

Man erhält das Ergebnis
ΛMS = 329(13)MeV. (4.3)

In [4] wurde auf die gleiche Art ein Wert von ΛMS = 331(13)MeV erzielt.
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Wird nur die höchste Ordnung NNNLO zugelassen, ergibt sich

ΛNNNLO
MS

= 317(3)MeV (4.4)

und entsprechend in [4] ΛNNNLO
MS

= 318(3)MeV. Führt man die Fits nur mit den Modellen{
V (4,ln), V (4,2 ln), V (4+2,2 ln)

}
, die mit χ2/dof ' 3 das Quark-Antiquark Potential am besten

beschreiben, durch, bekommt man anstatt (4.3) ΛMS = 330(13)MeV.
Will man nur die Methode zur Bestimmung von ΛMS vergleichen, reichen die obigen Gegen-
überstellungen bereits aus. Für ein physikalisches Endergebnis genügen (4.3) und (4.4) jedoch
noch nicht. Es müssen noch weitere Fehlerquellen berücksichtigt werden, auch damit ein Ver-
gleich mit den �nalen Werten sowohl der vorangegangenen Impulsraumanalyse [4], als auch
der Ortsraumanalyse in [3] sinnvoll ist.

Zunächst wird der Gitterdiskretisierungsfehler besprochen. In [4] wurde dieser durch eine
Kontinuumsextrapolation ermittelt. Neben den hier verwendeten Gitterdaten zu a = 0.042fm
gibt es für nf = 2 noch drei weitere Ensemble zu anderen Gitterabständen. Anhand von damit
vier ermittelten Werten für ΛMS konnte die Extrapolation zu a −→ 0 durchgeführt werden.
Obwohl keine klare Tendenz der Abhängigkeit vom Gitterabstand erkennbar war, wurde der
Fehler auf ∆disc = 8MeV gesetzt. Da die vorläu�gen Ergebnisse dieser Arbeit gut mit denen
aus [4] übereinstimmen, lässt sich dies auch für die anderen Gitterabstände vermuten. Ohne
die Kontinuumsextrapolation selbst durchzuführen, wird deswegen auch hier der dort abge-
schätzte Fehler übernommen.

Ein weiterer zu berücksichtigender Fehler, ist die Ungenauigkeit des Gitterabstands

selbst, die ∆a = 0.0017fm beträgt.
Im nächsten Abschnitt wird das Endergebnis auch in Form der dimensionslosen Gröÿe r0ΛMS

angegeben. r0 ist dabei der Sommerparameter, der eine Längenskala der QCD angibt und häu-
�g zur Skalensetzung bei Gitterrechnungen verwendet wird. Somit stellt r0 im Ortsraum das
Analogon zu ΛMS dar. Er ist durch eine Relation der Quark-Antiquark Kraft F (r) = d

drV (r),∣∣∣∣ ddrV (r0)

∣∣∣∣ r2
0 = 1.65,

de�niert [14]. Für die hier verwendeten Gitterdaten ist der Wert r0
a = 9.81 und sein Fehler

∆
(
r0
a

)
= 0.13, welcher bei der dimensionslosen Angabe berücksichtigt werden muss [4].

Weitere Fehler, verursacht durch die Gitterrechnungen, sind die durch nicht verschwindende
Quarkmassen und das endliche Volumen des Gitters. Diese sind allerdings verschwindend
gering und deswegen vernachlässigbar [5].
Alle anderen aufgezählten Fehler

• systematischer Fehler ∆syst = 13MeV (vgl. (4.3))

• Gitterdiskretisierungsfehler ∆disc = 8MeV

22



4 Bestimmung von ΛMS

• Fehler des Gitterabstands ∆a = 0.0017fm, beziehungsweise des Sommerparameters
∆
(
r0
a

)
= 0.13

werden wie in [5] folgendermaÿen berücksichtigt:

ΛMS =
ΛMSa

a
−→

ΛMSa±∆systa±∆disca

a±∆a

=
ΛMSa±∆systa±∆disca

a

(
a± ∆a

a

)
+O

(
(∆a)2

)
= ΛMS ±∆syst ±∆disc ±

ΛMSa∆a

a2
+O

(
(∆a)2

)
,

beziehungsweise

r0ΛMS = ΛMSa
r0

a
−→

(
ΛMSa±∆systa±∆disca

) (r0

a
±∆

(r0

a

))
= ΛMSa

r0

a
±∆systa

r0

a
±∆disca

r0

a
± ΛMSa∆

(r0

a

)
.

Der Gesamtfehler ∆ berechnet sich aus der Summe der Quadrate der einzelnen Fehler:

∆ =

√
(∆syst)

2 + (∆disc)
2 +

(
ΛMSa∆a

a2

)2

,

beziehungsweise

∆ =

√(
∆syst

r0

a
a
)2

+
(

∆disc
r0

a
a
)2

+
(

ΛMSa∆
(r0

a

))2
.

4.4 Endergebnisse
Die folgende Tabelle listet die Endergebnisse, verglichen mit den Werten aus der Ortsraumana-
lyse [3] und der vorangegangenen Impulsraumanalyse mit diskreter Fouriertransformation [4],
auf. Die obigen Fehler wurden mit eingerechnet. Alle Werte beinhalten NNNLO und NNLO.

ΛMS [MeV] r0ΛMS

Impulsraum
aktuell 329(20) 0.687(33)
[4] 331(21) 0.692(31)

Ortsraum [3] 315(30) 0.658(55)

Im Rahmen der Fehler stimmen alle Werte gut überein. Die im Impulsraum gewonnenen
Ergebnisse haben, gegenüber denen aus dem Ortsraum, einen geringeren Fehler.
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5 Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit wurde ΛMS aus dem Quark-Antiquark Potential im Impulsraum für nf = 2
Quark�avors bestimmt. Das Ergebnis liegt sehr nah an dem, was zuvor ebenfalls durch eine
Analyse im Impulsraum, allerdings mit diskreter Fouriertransformation, erzielt wurde. Das
vorherige Problem der Sinusschwingungen im fouriertransformierten Potential konnte mit der
neuen Methode der kontinuierlichen Fouriertransformation vermieden werden. Trotzdem wur-
de das Endergebnis für ΛMS , insbesondere der Fehler, nicht merklich besser. Ein Grund liegt
sicher darin, dass die hier untersuchten Fitmodelle das Quark-Antiquark Potential noch nicht
gut genug beschreiben, was sich in den etwas zu groÿen reduzierten χ2−Werten wiederspie-
gelt. Für die Zukunft wäre also eine Untersuchung mit weiteren Termen, die das Potential
besser modellieren, denkbar. Auÿerdem könnte eine genauere Fehleranalyse, insbesondere des
Gitterdiskretisierungsfehlers, vorgenommen werden, um den Gesamtfehler von ΛMS zu op-
timieren. Darüberhinaus wäre ein genauerer Vergleich der beiden Impulsraummethoden für
gröÿere Impulse als pmax = 3000MeV denkbar, um noch weiter in den Bereich mit Schwin-
gungen im Potential vorzudringen und um somit zu untersuchen, inwiefern diese tatsächlich
das Ergebnis beein�ussen.
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