Quantenfeldtheorie 11

Owe Philipsen
Goethe-Universitat Frankfurt am Main — Sommersemester 2023

Version: 26. April 2024



Inhaltsverzeichnis

1 Pfadintegrale in QM und QFT 3
1.1 Die quantenmechanische Ubergangsamplitude, 1+1 dim. . . . . . . . 3
1.2 Erinnerung Funktionalableitung: . . . .. .. ... ... ... .... 7
1.3 Der harmonische Oszillator . . . . . .. ... ... ... .. ..... 8
1.4 Das euklidische Pfadintegral . . . . . . . . .. ... ... .. ..... 11
1.5 Vakuumerwartungswerte . . . . . . . ... L L oL oL 12
1.6 Greenfunktionen . . . . .. .. ..o oo 15
1.7 Erzeugendes Funktional fiir den harmonischen Oszillator . . . . . . . 17
1.8 Verallgemeinerung: n-dim Systeme mit quadratischer Wirkung . . . 21



1 Pfadintegrale in QM und QFT

+ Alternativer und faszinierender Formalismus zur Quantisierung

+ elegant, ohne Kommutationsregeln

+ einfachere und z. T. systematischere Gestaltung von Rechnungen

+ nichtstorungstheoretische Methoden

= Dyson-Schwinger, funktionale Renromierugsgruppe, Gitterfeldtheorie

Grundidee Doppelspaltexperiment:

Klassische Teilchentrajektorie entweder durch einen oder anderen Spalt

Iterieren mit mehreren-unendlich vielen Spalten und Blenden: beliebige Wege von
Quelle zum Zielpunkt auf dem Schirm moglich:

1.1 Die quantenmechanische Ubergangsamplitude, 14+1 dim.
Teilchen zur Zeit t1 bei x1, zu ty > t1 bei x5

— - o
Mo €2

Zeitentwicklung Uty —t) = e~ (2=t) QM Ubergangsamplitude:

(o | Uty — t1) |1) = (o | e HE70) | 21y = (@9, by | @1, 1) (1.1)
Schrédingerbild Heisenbergbild

Notation letzte Gleichung:
|x1,t1) ist Heisenberg-Zustand, entspricht Schrodingerzustand zum Zeitpunkt ¢4

Figenzustand des Ortsoperators mit

z(t)|z1, ) = @1z, t1) (1.2)

2

a) Freies Teilchen: H = Hy = £

2m

p2 p2 1 .
7’LL(t2*t1) _ Jd *lL(t27t1) o ipx
Ty |€ "2m €T = €T e 2m 1), T = e
(z2| |z1) p{w2|p) plzr), {zlp) T
_ J P iplws—ar) i (ta—t1) (1.3)
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0
GauBintegral: J dr e 2% = 4/= a>0 (1.4)
-0

Besitzt analytische Fortsetzung nach: a € C, Rea > 0

Rand: a =i A, A € R/{0}:

o0
A2 2
dr e 2% =4/ — 1.5
| dne o (1.5)
—Q0
Quadratische Ergédnzung:
[ee} ee}
2
f dr e~ 2% TbT f do e~ 3@ +5 (1.6)
—00 —00
oo
a,2 b2 b2 2
= dy e 2Y e2a = e2a — (17)
a
—00
Damit:
. .m(zz—zl)z
—iHo(t2—t1) S N (N e Y 1.8
(x2]e | z1) ittt ¢ (1.8)
i(tg —t b —(xg — 1)
mit &=t Ly @)
2 2m 2a 2Z(t2 — tl)

b) Mit Wechselwirkung: H = Hy + V (z)

Im Allgemeinen keine geschlossene Lésung mehr
Fiir kleine Zeitintervalle t9 —t; = ¢

U(E) _ e—iHa _ e—i(H0+V)5 _ e—i\/% e—iHoa e—iV% + 0(63)
= Wi(e)+0(e?) (1.9)

wg. Baker-Campbell-Haussdorff ¢4 ¢B = eA+B+3[AB]+...

= (x| W(e)|z1) = e VT (gg]e 05| ) e~V @13 (1.10)
_ m N

= Norie &P {Z 5o (2 —a1)" =i g [Viza) + V(m]}

(V\y> =V)ly) wurde Verwendet) (1.11)
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Teile Zeitintervall in kleine Stiicke: € = % ,
t1 to
e"Ht=t)  — lim eTHEN — Jim U(e)N = lim [W(e)Y + 0] (1.12)
N—0 N—0 N—0
= ]\}im W)V Lie-Trotter-Produktformel (1.13)
—00

= oale O ) = T (ool ()Y ), 1= fdy\yxy\
= A}Eﬂoo del dyn—1 (a|e T ey (e T HE o) Ly 1 e HEE o)
= A}iinoofdyl...dyN_1<3:2!U(€)|y1>--.<yN_1!U(6)!a:1>

N
. mo\ 2
= i (5r) Jan et

exp {i 22| (22— 1) + (g1 — 1) + -+ + (yvor —21)?]

\%4 V
—ie { (;“2) +V(y1) + ... Vigy-1) + (;”1)” (1.14)
< Yk—1— Yk V(yk-1) + V(yx)
Exponent;: Z ( ) 5 (1.15)
mit Yo =x2, yv=x1, Y =y(t})
to
— 1i — ! @ 2 /
S = lim Sy fdt [2 g V(y(t))] (1.16)
t1
Klassische Wirkung!
Sto) = [t Ly(e). )] (117)
mo\%
Def: Dy = Dy(t) = Ab_r}noo <27r is) dy(ty)...dy(tn-1) (1.18)
y(t2)=x2 )
Damit | (x| e HE27t) |5 — J Dy ¢Sl (1.19)
tl =x]

Pfadintegral: Integration iiber alle Wege von x1 nach xo

N.B.: QM-Ubergangsamplitude ist ein Funktionalintegral, Ausdruck hergeleitet ohne
Kommutatorregeln fiir Operatoren, hédngt ab von klassischer Wirkung

Klassische Trajektorie: 45 =0
QM: Uberlagerung aller Trajektorien, gewichtet mit ihrer klassischen Wirkung



Mathematisch nicht wohldefiniert:

e Integralmaf nur fiir endliches IV definiert, d.h. erst integrieren, dann Grenzwert
bilden

e Normierungsfaktor im Maf} divergiert fiir N — oo

e Integrand oszilliert, d.h. selbst fiir endliche N konvergiert das Integral im All-
gemeinen nicht



1.2 Erinnerung Funktionalableitung:

F
Def.: 6F[z] = st 55 dz(s) in Analogie zu

x(s)
df — ‘gx];dxi
Beispiele:
1.
Flz] = z(a) = | dsz(s)d(s—a)
OF = stéa:(s)é( a)—fds 6ii)5m(s)
~ dx(a) _ S(s—a
0x(s) o )
2.
Fla] = [ds f(a(s)
0F = stf(s)&c(s)
OF
dx(s) = )
3.

Flo] — f dstt (s, )2(s)2(2)

st fdt f(s,t) {ch(s)x(t) + x(s)éx(t)]
fds Jdt [ s, t)x(t)ox(s) + f(t,s)m(t)éx(s)}

stfdt [ s, t)z(t) + f(t,s)x(t )]51’(8)
L >{f<s,t> + 1)

>,
o
I

o 1
" Taylor-Formel”: F[z 2 nfdsl fdsn F )( 8p)x(s1)...2(5n)
u=0



1.3 Der harmonische Oszillator
2

m mw
L= — 32 2 22 1.2
5 & 5@ (1.20)
2
Bewegungsgleichung:  — (;;Z) =m CcllT;E +mw?z(t) =0 (1.21)

Sei x.(t) Losung mit Randbedingungen z.(t1) = x1, x.(t2) = @2

Beliebiger Pfad: z(t) = x.(t) + y(t) mit y(t1) = y(t2) =0

to ta t2

S[a] = S[a] + Jdt ‘gég] y(t) + ;jfdt ' M(iim yOy() (1.22)
" + tl ) (1.23)

Es ist % [c] =0
(hg;(t,) = —mj; St —t) —muw?s(t—t)=—m (j; + w2> S(t—t') (1.24)
Slz] = Slz] + % tfdt (5% — w?y?) = Slac] + S[y] (1.25)
mit Jdt i(yt) = — Jdty(t)z (1.26)

Beachte: Dieser Ausdruck fiir S ist exakt, weil die volle Wirkung keine htheren als
quadratische Terme besitzt!

Ubergangsamplitude:

K (23, t9; 1,11) = (wol e 27 gy = JDﬂC eidle] = ¢iFlme] JDy ¢Sl (1.27)

y(t1)=0
y(t2)=0
Abhingigkeit von Randbedingungen steckt vollsténdig in z.
z.(t) = Asinwt+ Bcoswt (1.28)
z.(t1) = mx = Asinwt; + B coswty (1.29)
ze(tz) = o = Asinwty + Bcoswty (1.30)
= zpsinwty — xosinwt; = B (coswt; sinwty — coswts sinwty) (1.31)
sinw(tz — tl)

X9 cos wt] —xpcos wty = A (sinwty cos wty — cos wty sin wty)  (1.32)



1
ze(t) = m [(z2 cos wty — x1 cos wig) sin wt (1.33)

+(x1 sin wty — xg sin wty) cos wt] (1.34)

Einsetzen in L und Integration, T =ty — t;
mw

2., .2
Slx.] = Sy [(z5 + #7) cos wT — 2z125] (1.35)
Noch zu berechnen:
F(T) = JDy el — K(0,T; 0,0) (1.36)
= K(x2,t2; 11, 11) = 5] F(T) (1.37)
Partielle Integration:
T 2
m
St = [aru®) (~5 —*) wlo) (1.38)
2 dt
0
F(T) ist Gauflintegral mit Operatorkern
d? /2 t
Eigenfunktion von <_dt2 - w2> Coyn(t) = T sin n% (1.39)
T
orthonormal: Jdt Yn () Ym (t) = Snm (1.40)
0
d2 2.2
Eigenwerte: <_dt2 - w2> yn(t) = (TLTZ - w2> Yn(t) = Anyn(€1.41)
0
Entwicklung von  y(t) = Z an Yn(t) (1.42)
n=1

m o0 ee} T

= Sl = D D [t anan i) 0 (143
n=1 m=1 0

- i a2 \ (1.44)
2 n=1 n

Variablentrafo:

n=1
©
dy(t) = Z danyn(t)
n=1
o
Dy = J ][] dan (1.45)
n=1



Jacobideterminante:

ag(tl) ag(m) o ag(tn)
al ai ai
J:Ng(yl”'yN) - N| (1.46)
(a1 an) dy(t) 2y(tn)
dan dan

N ist die (unendliche) Konstante aus dem Maf (1.18)

= J ist w-unabhingig!

[ee}
F(T) = JDy Sl = Jf [ ] dan €% Znrnen (1.47)
n=1
- J ﬁ Jdan B Anan — ﬁ [ﬁ )\n]_é (1.48)
n=1 n=1 2mi

Bestimmung von J ohne die Determinante auszurechnen:

Fiir w = 0 ist die Ubergangsamplitude die eines freien Teilchens mit xo = z1 = 0,
vgl. (1.36),

(wale™ 0D |z1) = QZT ¢l (@=m)? (1.49)
mo\ Y2 weo nim?
= Fw:O(T) = <27T’LT) ) )‘n_o = T2 (150)

Verhaltnis fiir w = 0 und w # 0 enthélt kein J,

—1
F(T) ﬁ A\ ﬁ w2\
szo(T) 2\w=0 n2m?

n

n=1 T2
_ ﬁ - W22\ 2 _ (sinwT — (151)
] n2m? wT '
mw 1/2
FT)=——F7— 1.52
= F(T) (277isian> (1.52)

mw ) Y2 { mw

= | K(z2,t2; 71,t1) = ( " sin wT

[(m% + 22) cos wT — 2331:102]}

(1.53)

2misin wT

Dies ist die Mehlerformel
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1.4 Das euklidische Pfadintegral

PIs aufgrund ihres oszillierenden Integranden (und des co-dimensionalen Mafles) ma-
thematisch nicht wohldefiniert

a) Ubergang zu imaginirer Zeit, Wickrotation
Im ¢

Seit=e"7eCmit el
Re ¢

. U .
speziell o = 5" t=—ir

7: “euklidische Zeit”, da z# -z, = 2 — x?
— 72 X2 = gt TEy = —TEu. TE (1.54)

Mit euklidischem 4er-Vektor zg" = xg, = (7, x)

—iHt _ ,—Hr

Zeitentwicklungsoperator: U =e e

= fiir 7 > 0 positiv definiter und beschrinkter Operator!

(xae 1) |1 s (mole A2 20) (1.55)

s - ftdt’ [ 32 - Vat))] — de’ [—Z‘ <jf,>2 _ v<x(—w’)oﬂ.56)
0

~ 5 - —Ofdf/ (%32 4+ Vi) = ~5 (1.57)

Durch Aufteilung in infinitesimale euklidische Zeitintervalle zeigt man auch direkt
analog zu (1.14)

(ag|e ™ H2=m) |1 = JDJ: e~ Skl (1.58)
Bemerkungen:
e Sg reell und von unten beschrinkt, Integral konvergiert
e cuklidisches Pfadintegral ist reell

e Faktor e % unterdriickt Pfade, die stark von klassischer Losung abweichen,
Dampfung
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1.5 Vakuumerwartungswerte
Vakuumerwartungswerte = vacuum expectation values, VEV’s

Behauptung:

i)

o GEEEE
i) ;
—Hr
(014[0) = lim W (1.60)
vgl. Statistische Mechanik
Beweis:

i) Anmerkung: {(a|e't = (e7 )T — (alefl™ # (e~ HT|a))!

T T _gT _HZT
(x2, §|A|x1,—§> = (zo|e H3 pAe=H3 |x1) (1.61)

Y, Galn)(nlAfm) (mlzy  eTEE, B
n,m o—B0% o~ (Bn—Eg)%

1
e o H iy = Enln)

T2 (9]0) 0]y (O A|0y €O {1 4 Ot} (1.62)

(@2, 5 |5U17_§> = (&2, §| 1|z, —§> e (29]0) {021 ) e P07 {1+0(e™")}
(1.63)

Division beider Ausdriicke = Behauptung

ii) Setze x; = x2 = x und integriere iiber x = Spur

Jda: (le i Ae ™ 3|2y = Tr (eiH%A eiH%> = Tr(Ae H7(1.64)

Jda: S Gl (| Alm) (mlwy =B ¢~

(1.65)

= Xl ) [dala) o oy e B (1.66)
n,m ~7

= D @Aye™™T  we. (mln) = (1.67)

T_)_go e—Eo'r <0‘A’0> {1 + O(e—const.'r)} (1.68)

Wiederhole mit A = 1 und bilde Verhaltnis

12



Bemerkungen:
e Asymptotisches Verhalten fiir 7 — 00 bewirkt Projektion auf Grundzustand
e Aus Gleichheit von i) und ii): Randbedingungen an z, x2 spielen mit 7 — o

keine Rolle bzw. kiirzen sich heraus

Von besonderem Interesse sind VEV’s von Operatorprodukten, z.B.
(1.69)

(0|A|0) = 0|z (t2) z(t1)[0), t2 > t;

t g e7*H! Heisenbergbild — ef™ 2z e H™ =

mit z(t) = et
Oa()e(t)|0y = (0]t g emiflta—ta) 5 ittt |
w— et g e Hz=m) g o=Hm | ),
t\gl—ci’r
= {Olz(r2)z(m1)[ 0)
= 2 EARAT 0T (1.70)
T—00 <l‘2, §|x1,—§>

)
Pfadintegraldarstellung Nenner bereits bekannt, wg. Analogie zu stat. Mech. (1.60)

nennt man ihn “Zustandssumme”:
(1.71)

T T
ZE(T) = <1132, 5 |Q?1, _§> = <1’2 ‘ €_HT | I‘1> = JDy e_SE[y]

Pfadintegraldarstellung Zéhler: wieder in diskretisierter Zeit

x x
R
Rechnung analog zu (1.14), lediglich mit zusitzlichen Ortsoperatoren x, die auf die
eingeschobenen Orsteigenzusténde entsprechende Faktoren x(7), z(72) liefern.

13



Alternativ:

(@2, G le(m)e(n)|er, )

_ <x2|efH(7'/2772) x e*H(TQ*Tl) T e*H(T1+T/2)|x1> (172)
f da(7s) fda:m) (ale™ 1O (o)) () () e~ 727 (1) ()

(a(m) e P2 2y

J dz(72) J dz(r1) (fywm_m Dy e*SE[y])m(rg)

y((m2)=z(72)

z(72)

y(T2)
(J Dy e_SE[y]>x(71)
y((r1)=z(m1)

y(r1)=a(11)
( f Dy e_SE[y]> (1.73)
y((~7/2)=21

Umbenennen der Pfade ergibt insgesamt:

T

(xa, 3 | z(72) (1) | 21, —%> = JDSE x(12) z(71) eSele] (1.74)

mit Pfaden z(7), 7 € [— ) %]

Beachte: linke und rechte Seite unterschiedlich beziiglich Zeitargumenten:

o

To=T1 symm. unter 71 <>72

! 1
(O] a(r)x(m1) |0) = lim z;(T) JD;E z(r) z(r) e el (1.75)

Def. Zeitordnung:
T x(Tl).T(TQ) = @(Tl — 7’2) l‘(Tl)J:‘(TQ) + @(TQ — 7’1) x(Tg) $(T1) (1.76)

= PI-Darstellung von VEV’s:

1
(0|Tz(m)z(2)[0) = lim 7o) JDm(ﬁ)x(ﬁ) e~ 5ele] (1.77)
Zp(r) — J D ~5el2) (1.78)
Bemerkung: Fiir endliches 7 wéhle periodische R. B.: =z (—%) =z (%) =0

Im Limes 7 — oo spielen die R.B. keine Rolle , siehe oben

14



1.6 Greenfunktionen

Verallgemeinerung auf n-faches Produkt von Ortsoperatoren zu verschiedenen Zei-
ten: n-Punkt -Greenfunktionen

O Tz(r) ... 2(m) |0) = lim ——

zz(r)... x(r,) e e )
50 ZE(T) JD ( 1) ( n) (1 79)

T — o0: Projektion auf Vakuumzustand wie oben
lim ab sofort impliziert, notiere durch Zg(1) — Zg
T—00

Erzeugende Funktionale:

Sei j(7) eine reellwertige Funktion.

Def.: Zgljl = Z % Jdﬁ condry, 0| Tz (7). .. x(7) [0) 5(71) ... j () (1.80)

n=0

Zg(j] ist ein Funktional

Zglj] = 1 +de ) () 0) 4(r) (1.81)
+ % del dry (0| Tx(m1) 2(72) [0 j(71) 4 (72) (1.82)
T (1.83)

(0| Texp Udm(r)j(ﬂ} 0) (1.84)

Die Koeffizienten der Taylorentwicklung dieses Funktionals sind die n-Punkt-Greenfunktionen:

6" Zgj]
J(71) ... 07(7n)

O Ta(m)...a(r) 0) = 5 (1.85)

7=0

Man nennt Zg[j] erzeugendes Funktional, da n-fache funktionale Differenziation
die n-Punkt-Funktionen erzeugt. Die j(7;) heiflen ”Quellen”.

Kompakte Darstellung durch PI:

Zplj] = (1.86)

15



Zuriick zu reeller Zeit: Umkehrung der Wickrotation

t=er, a—0 (1.87)
O)|Tz(11)...2(1)0) — O] Tx(t1) z(t5) |0) (1.88)
Z[j] =<0| T exp {ijdtm(t)j(t)} |0) (1.89)

1 " Z[j]

O T z(t1) ... z(tn)[0) = n 5j(t1) ... 67(tn)

(1.90)

J=0

16



1.7 Erzeugendes Funktional fiir den harmonischen Oszillator

SE

ZElj]

ZEI wa e Selr]+(jr)
Zp = JD:E e~ Sele]

Klassische Losung:

el (2
ox(T)

R.B.: z(1) = 0 fir 7 - ©

Az = —j, = z.=—A"1
m

Explizite Form von A~ ?

Losung durch Fouriertrafo:

Jd7<2w +W2”2 2)—?Jdrm(7)<

2

d
—W—i-w

=A

d
z(r) = JV:E(V) T
27
. dv -~ _
i = [sei e
T
Einsetzen in Bewegungsgleichung;:
1~ 1 1 -
2 2\ ~ _ = ~ _ A
(V +w)$(V)—mj<V), = w(”) myg+w2](1/)
Riicktransformation
—ZV’T
() = JQW 2+ w? i)

/e—’Ll/’TT ‘
N f f V2 tw? i)

mit der Definition 4
dy 67711/7'

DE(T):J% V2 + w?

17

- j d7' Dp(r — 7)j(r') = —(Di, ) =

—Dp-j

) 2(7) (1.91)

(1.92)

(1.93)
(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)
(1.98)

(1.99)

(1.100)

(1.101)

(1.102)



Dies ist offenbar eine Green’sche Funktion zum Operator A,

(—dd; + w2> Dg(r) = =4(7) & A-Dp=-1
Bemerkungen:

e Losung (1) ist eindeutig wegen R.B.

e Anwesenheit der ”Quelle” j fithrt zu inhomogener Dgl.

e Dp ist Losung der inhomogenen Dgl. mit Punktquelle

Auswertung von Dp mit Residuensatz, komplexes v:

Im v
» C,t<0
w
"""""""""" \ Rev
—iw
» C,7>0
o} dv efim-
D - _ il
5(7) J_OO 21 (v +iw) (v —iw)

_J dl e—WwT
B c2m (v +iw)(v —iw)

I
|
-~
/I\
>
2
ml
€
3
_|_
|
\]
S~—
o
\ S
5
~_

18
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Zuriick zum Pfadintegral: Zerlege Pfade z(7) = (1) + y(7) mit 2. = — 2 Dp - j

Spla) — (j,2) = “(z,Az) - (j,x)

2

m m m . .
= (@ Ave) + 2-(y, Aze) +5-(y, Ay) — (G, 2c) = (7:y)

(wg. A symm.)

1 m
— ——(j,Dgj)— (y,A-D —(y, A

5, (. DrJ) (ya/dﬂvL 5 (v: Ay)

=1

1

+—(j, Dej) = (i-7)

1 . . m
= %(j,DE])JrE(y,Ay)

= JDQC o Sel2]+(2) _ o=55 (,DEj) ny o—5ly]

Damit erzeugendes Funktional:

Zgj] = exp —% dedT/ J(T)De(r —7)j(r")

Greenfunktionen durch Differenziation nach j, z.B.

6*Zpj] 1
OTz(r)z(n)|0) = ———===—| =——Dgp(n—mn)
0j(m)0j(m2) g m
Analytische Fortsetzung zu rellen Zeiten:
T=1it , V=1iVvg
< d it
. . v e
D(t) = —i Dp(it) = — J o 2 — 2
—00

(1.105)

(1.106)

(1.107)

(1.108)

(1.109)

(1.110)

Fortsetzung nicht eindeutig, da Pole auf reeller Achse, diese kénnen auf verschiedene

Weise integriert werden. Aquivalente DGL.:

besitzt mehrere Losungen, analytische Fortsetzung wahlt eine aus

Vorschrift:
Rotation von t Gegenuhrzeigersinn

Rotation von v Uhrzeigersinn

19
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A Im(v)
Integrationsweg

N
b
N ;
= Legt fest, wie an Polen vorbei inte- V/‘ o
griert werden kapn T O " Re(v)

Dies ist dquivalent zu

dv eiut
— i _ 1.112
0 ) o 2?1 ie ( )

Damit wieder aus Residuensatz:
[O(t) 7" + (=) ] = e~ (1.113)
w

i
2w

Erzeugendes Funktional:

Z1j] = exp {2:71 fdt ds j(t) D(t — s)j(s)} (1.114)

D(t)

OIT ((t2) (1) ) 0) = —% D(t — t) (1.115)

Bestimmung des Spektrums aus euklidischer Zweipunktfunktion:

Olz(r)2(0)0y = 0]z (0)e™2(0)|0) = Y 0]z (0)|n)n|z(0)|0)eF»~F0)7

D K0Jz(0)[ny[? e (En=Fo)T (1.116)

Klassifizierung der Zustéinde durch erhaltene Quantenzahlen, beim H.O. Paritét:
pP: 2 =pPlaP=—2 [H,P]=0 (1.117)
P-Operator vertauscht mit Hamiltonian, da H gerade in x; Matrixelemente:
{nlam) = —(n|PTaPlm) = —papm(nlz|m) (1.118)

mit Paritétseigenwerten p,, € {—1,1}. D.h. Matrixelemente zwischen Zustédnden glei-
cher Paritit verschwinden, insbes. (0|x(0)|0) = 0. Sei |1) niedrigster Zustand mit
negativer Paritét.

lim (0l (7)2(0)|0) = 1€0|2(0)|1))? e~ Er=EBOT o (1.119)
T

weitere Terme gehen schneller gegen Null als der fiihrende. Aus dem exponentiellen
Abfall Bestimmung des niedrigsten Energieeigenwerts iiber dem Vakuum. Vergleich

mit (1.104) zeigt tatsdchlich
B —Ey=w. (1.120)
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1.8 Verallgemeinerung: n-dim Systeme mit quadratischer Wirkung

Harmonischer Oszillator, Systeme gekoppelter Oszillatoren, Gitterschwingungen, frei-
es e.m. Feld, Naherungen wie Storungstheorie oder semiklassische Approximation

Fiir QM-Systeme in einer Dimension:

Sg = %(w, Azx) = % fdv' dr’" x(r) A(r, ") (1) (1.121)
Beispiel harmonischer Oszillator:
A / d2 2 § /
(T,T)Zm —ﬁ—kw (7—_7—) (1122)
Zoli] = — JD:L‘ e 2 (@A) + (i) (1.123)
Zg
Zp = JDx ¢~ 2(@:A2) (1.124)

Gauflintegral iiber R:

0
. o 12
Jd:ﬂ emseite — [ZT o5 0> 0 (1.125)
a
—0o0

Jetzt Ausdehnung auf R™:
Sei zeR™, A= (A4;) i,j=1,...n, A reell, symmetrisch, positiv

(x, Al‘) = Z ZT; Aij xj (1.126)
4,3

Nun betrachte n-dimensionales Gauflintegral

I= Jdnx e~ 2 (@A) + (i) (1.127)
= Berechnung wie in 1-Dim., zerlege in Fluktuationen um klassische Lésung
05 =0: % (-i-%.%'iAij:Bj—jixi) =0 (1.128)
%Akj z; + %QZZ A —Jr =0 (1.129)
Aj—,j Az = jr (1.130)
=z = ALk (1.131)
Allgemeiner Pfad: z; = A;jl Jj + v (1.132)
d'z = d" (1.133)
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——(z, Az) + (j,x) 5

1

1, 4. 1. C a1 .
_7(Aik1 Jk t yi) Aij<Ajll Ji+ yj) + ]i(Aikl Jk + Yi)

= — (A Jrdi + Gy + vidi + vidigyy) + G Ayt gk + Givi

2
1. 4. 1
= §J¢Aijljj—§yw4¢jyj
1 1
= —(j,AY) - Z(y, A
5 (7 A7) = 5 (v, Ay)

Lo 1 [(m 1
= ] = expi(j,A 1) Jd yeXp—i(yaAy)

(1.134)

(1.135)

(1.136)

Mit A = A2AY?>  (Wurzel der Matrix definiert iiber Diagonalform und Eigenwerte)

Variablentrafo: y = AZ.Q Yj

1
fdyn exp 5 (y, Ay)
= (det AI/Q)_I Jdny/ 6_% 21 Yy

—  (det A)~72(27)2

= I = Jd% e*éwz)*(m):(2w)%(dem)*%exp%(j,Aflj)

Pfadintegral: benttige Variante fiir unendlich viele Zeitscheiben

NJ2

((2m)% (det 4)75) " exp § B, e(i(m). A7 ()
1)N/z

((277)% (det A)~3

ZE[j] = lim

) 1, 4.
=| Zglj] = exp 5 (5, A ')

mit (5, A~15) = §dr ji(7) Ayt 5i(7)
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(1.137)

(1.138)

(1.139)

(1.140)

(1.141)

(1.142)



