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1 Pfadintegrale in QM und QFT

` Alternativer und faszinierender Formalismus zur Quantisierung
` elegant, ohne Kommutationsregeln
` einfachere und z. T. systematischere Gestaltung von Rechnungen
` nichtstörungstheoretische Methoden
ñ Dyson-Schwinger, funktionale Renromierugsgruppe, Gitterfeldtheorie

Grundidee Doppelspaltexperiment:
Klassische Teilchentrajektorie entweder durch einen oder anderen Spalt
Iterieren mit mehreren-unendlich vielen Spalten und Blenden: beliebige Wege von
Quelle zum Zielpunkt auf dem Schirm möglich:

***** 11. April 2012 (1. Vorlesung) *****

***** 17. April 2013 (1. Vorlesung) *****

1 Pfadintegrale in der QM

• Pfadintegrale: Formalismus zur Quantisierung, alternativ zur kanonischen Quantisierung
(Kommutatorrelationen, Schrödinger-Gleichung, etc.).

• Häufig einfachere und systematischere Gestaltung von analytischen Rechnungen.

• Eignet sich (im Gegensatz zum kanonischen Formalismus) zur numerischen Umsetzung
(→ Gitterfeldtheorie).

• Grundidee/physikalische Motivation: Doppelspaltexperiment.

– Klassisches Teilchen geht entweder durch den einen oder den anderen Spalt.

– QM Teilchen “geht gleichzeitig durch beide Spalte”.

– Iterieren ...

♦ n Doppelspalte → 2n Wege

♦ bei unendlich vielen “Unendlichspalten” nimmt

ein Teilchen gleichzeitig alle denkbaren Pfade

– Am Ende resultiert der Pfadintegralformalismus: Ein QM Teilchen bewegt sich gleich-
zeitig auf allen denkbaren Trajektorien.

– Originalarbeit: [7] (R. P. Feynman, 1948).

1.1 Die Übergangsamplitude

• |x⟩: Ortseigenzustand, zugehörige Wellenfunktion ψ(x) ∝ δ(x), also Teilchen am Ort x.

• ⟨x2, t2|x1, t1⟩, t2 > t1: Übergangsamplitude; beschreibt Überlapp zweier Zustände,

– Ortseigenzustand |x1⟩ zum Zeitpunkt t1, der sich bis t in der Zeit entwickelt,

– Ortseigenzustand |x2⟩ zum Zeitpunkt t2, der sich bis t in der Zeit entwickelt

(Übergangsamplitude unabhängig von t).
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1.1 Die quantenmechanische Übergangsamplitude, 1+1 dim.

Teilchen zur Zeit t1 bei x1, zu t2 ą t1 bei x2

x1 x2

Zeitentwicklung Upt2 ´ t1q “ e´iHpt2´t1q, QM Übergangsamplitude:

xx2 |Upt2 ´ t1q |x1y “ xx2 | e
´iHpt2´t1q |x1y

Schrödingerbild

“ xx2, t2 |x1, t1y
Heisenbergbild

(1.1)

Notation letzte Gleichung:
|x1, t1y ist Heisenberg-Zustand, entspricht Schrödingerzustand zum Zeitpunkt t1
Eigenzustand des Ortsoperators mit

xpt1q|x1, t1y “ x1|x1, t1y (1.2)

a) Freies Teilchen: H “ H0 “
p2

2m

xx2 | e
´i p

2

2m
pt2´t1q |x1y “

ż

dp xx2|py e
´i p

2

2m
pt2´t1q xp|x1y, xx|py “

1
?

2π
eipx

“

ż

dp

2π
eippx2´x1q e´i

p2

2m
pt2´t1q (1.3)
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Gaußintegral:

8
ż

´8

dx e´
a
2
x2 “

c

2π

a
a ą 0 (1.4)

Besitzt analytische Fortsetzung nach: a P C, Re a ą 0

Rand: a “ i A,A P R{t0u:

8
ż

´8

dx e´i
A
2
x2 “

c

2π

iA
(1.5)

Quadratische Ergänzung:

8
ż

´8

dx e´
a
2
x2`bx “

8
ż

´8

dx e´
a
2
px´ b

a
q2` b2

2a (1.6)

“

8
ż

´8

dy e´
a
2
y2 e

b2

2a “ e
b2

2a

c

2π

a
(1.7)

Damit:

xx2 | e
´iH0pt2´t1q |x1y “

c

m

2π ipt2 ´ t1q
e
i
mpx2´x1q

2

2pt2´t1q (1.8)

mit
a

2
“
ipt2 ´ t1q

2m
, b “ ipx2 ´ x1q,

b2

2a
“
´px2 ´ x1q

2m

2 ipt2 ´ t1q

b) Mit Wechselwirkung: H “ H0 ` V pxq

Im Allgemeinen keine geschlossene Lösung mehr
Für kleine Zeitintervalle t2 ´ t1 “ ε

Upεq “ e´iHε “ e´ipH0`V qε “ e´iV
ε
2 e´iH0ε e´iV

ε
2 `Opε3q

” W pεq `Opε3q (1.9)

wg. Baker-Campbell-Haussdorff eA eB “ eA`B`
1
2
rA,Bs`...

ñ xx2 |W pεq |x1y “ e´iV px2q
ε
2 xx2 | e

´iH0ε |x1y e
´iV px1q

ε
2 (1.10)

“

c

m

2π iε
exp

!

i
m

2ε
px2 ´ x1q

2 ´ i
ε

2
rV px2q ` V px1qs

)

´

V̂ |yy “ V pyq|yy wurde verwendet
¯

(1.11)
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t1 t2

ε
ε “ t2´t1

N ,Teile Zeitintervall in kleine Stücke:

e´iHpt2´t1q “ lim
NÑ8

e´iHεN “ lim
NÑ8

UpεqN “ lim
NÑ8

rW pεqN `Opε3qs (1.12)

“ lim
NÑ8

W pεqN Lie-Trotter-Produktformel (1.13)

ñ xx2| e
´iHpt2´t1q |x1y “ lim

NÑ8
xx2| pe

´iHεqN |x1y , 1 “

ż

dy |yy xy|

“ lim
NÑ8

ż

dy1 . . . dyN´1 xx2|e
´iHε|y1y xy1|e

´iHε|y2y . . . xyN´1|e
´iHε|x1y

“ lim
NÑ8

ż

dy1 . . . dyN´1 xx2|Upεq|y1y . . . xyN´1|Upεq|x1y

“ lim
NÑ8

´ m

2π iε

¯
N
2

ż

dy1 . . . dyN´1

exp
!

i
m

2ε

”

px2 ´ y1q
2 ` py1 ´ y2q

2 ` ¨ ¨ ¨ ` pyN´1 ´ x1q
2
ı

´iε

„

V px2q

2
` V py1q ` . . . V pyN´1q `

V px1q

2

*

(1.14)

Exponent: SN “
N
ÿ

k“1

ε

#

m

2

ˆ

yk´1 ´ yk
ε

˙2

´
V pyk´1q ` V pykq

2

+

(1.15)

mit y0 ” x2, yN ” x1, yk “ ypt1kq

S “ lim
NÑ8

SN “

t2
ż

t1

dt1
”m

2
9y2 ´ V pypt1qq

ı

(1.16)

Klassische Wirkung!

Srys “

ż

dt1 L
“

ypt1q, 9ypt1q
‰

(1.17)

Def: Dy “ Dyptq ” lim
NÑ8

´ m

2π iε

¯
N
2
dypt1q . . . dyptN´1q (1.18)

Damit xx2| e
´iHpt2´t1q|x1y “

ż ypt2q“x2

ypt1q“x1

Dy eiSrys (1.19)

Pfadintegral: Integration über alle Wege von x1 nach x2

N.B.: QM-Übergangsamplitude ist ein Funktionalintegral, Ausdruck hergeleitet ohne
Kommutatorregeln für Operatoren, hängt ab von klassischer Wirkung

Klassische Trajektorie: δS “ 0
QM: Überlagerung aller Trajektorien, gewichtet mit ihrer klassischen Wirkung
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Mathematisch nicht wohldefiniert:

• Integralmaß nur für endlichesN definiert, d.h. erst integrieren, dann Grenzwert
bilden

• Normierungsfaktor im Maß divergiert für N Ñ8

• Integrand oszilliert, d.h. selbst für endliche N konvergiert das Integral im All-
gemeinen nicht
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1.2 Erinnerung Funktionalableitung:

Def.: δF rxs “

ż

ds
δF

δxpsq
δxpsq in Analogie zu

df “
ÿ

i

Bf

Bxi
dxi

Beispiele:

1.

F rxs “ xpaq “

ż

ds xpsqδps´ aq

δF “

ż

ds δxpsqδps´ aq “

ż

ds
δF

δxpsq
δxpsq

ñ
δxpaq

δxpsq
“ δps´ aq

2.

F rxs “

ż

ds fpsqxpsq

δF “

ż

ds fpsqδxpsq

δF

δxpsq
“ fpsq

3.

F rxs “

ż

ds

ż

dt fps, tqxpsqxptq

δF “

ż

ds

ż

dt fps, tq

„

δxpsqxptq ` xpsqδxptq



“

ż

ds

ż

dt

„

fps, tqxptqδxpsq ` fpt, sqxptqδxpsq



“

ż

ds

ż

dt

„

fps, tqxptq ` fpt, sqxptq



δxpsq

δF

δxpsq
“

ż

dt xptq
!

fps, tq ` fpt, sq
)

”Taylor-Formel”: F rxs “
8
ÿ

u“0

1

n!

ż

ds1...

ż

dsn F
pnqps1, ...snqxps1q...xpsnq
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1.3 Der harmonische Oszillator

L “
m

2
9x2 ´

mω2

2
x2 (1.20)

Bewegungsgleichung: ´
δ S

δxptq
“ m

d2x

dt2
`mω2xptq “ 0 (1.21)

Sei xcptq Lösung mit Randbedingungen xcpt1q “ x1, xcpt2q “ x2

Beliebiger Pfad: xptq “ xcptq ` yptq mit ypt1q “ ypt2q “ 0

Srxs “ Srxcs `

t2
ż

t1

dt
δSrxcs

δxptq
yptq `

1

2

t2
ż

t1

t2
ż

t1

dt dt1
δ2S

δxptqδxpt1q
yptqypt1q (1.22)

` . . . (1.23)

Es ist
δS

δx
rxcs “ 0

δ2S

δxptqδxpt1q
“ ´m

d2

dt2
δpt´ t1q ´mω2 δpt´ t1q “ ´m

ˆ

d2

dt2
` ω2

˙

δpt´ t1q (1.24)

Srxs “ Srxcs `
m

2

t2
ż

t1

dt p 9y2 ´ ω2y2q “ Srxcs ` Srys (1.25)

mit

ż

dt :yptqyptq “ ´

ż

dt 9yptq2 (1.26)

Beachte: Dieser Ausdruck für S ist exakt, weil die volle Wirkung keine höheren als
quadratische Terme besitzt!

Übergangsamplitude:

Kpx2, t2; x1, t1q “ xx2| e
´iHpt2´t1q |x1y “

ż

Dx eiSrxs “ eiSrxcs
ż

Dy

ypt1q“0
ypt2q“0

eiSrys (1.27)

Abhängigkeit von Randbedingungen steckt vollständig in xc

xcptq “ A sinωt`B cosωt (1.28)

xcpt1q “ x1 “ A sinωt1 `B cosωt1 (1.29)

xcpt2q “ x2 “ A sinωt2 `B cosωt2 (1.30)

ñ x1 sinωt2 ´ x2 sinωt1 “ B pcosωt1 sinωt2 ´ cosωt2 sinωt1q
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

sinωpt2 ´ t1q

(1.31)

x2 cos ωt1 ´ x1 cos ωt2 “ A

hkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkj

psinω t2 cos ωt1 ´ cos ωt2 sin ωt1q (1.32)
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xcptq “
1

sin ωpt2 ´ t1q
rpx2 cos ωt1 ´ x1 cos ωt2q sin ωt (1.33)

`px1 sin ωt2 ´ x2 sin ωt1q cos ωts (1.34)

Einsetzen in L und Integration, T “ t2 ´ t1

Srxcs “
mω

2 sin ωT

“

px22 ` x
2
1q cos ωT ´ 2x1x2

‰

(1.35)

Noch zu berechnen:

F pT q ”

ż

Dy eiSrys “ Kp0, T ; 0, 0q (1.36)

ñ Kpx2, t2; x1, t1q “ eiSrxcs F pT q (1.37)

Partielle Integration:

Srys “
m

2

T
ż

0

dt yptq

ˆ

´
d2

dt2
´ ω2

˙

yptq (1.38)

F pT q ist Gaußintegral mit Operatorkern

Eigenfunktion von

ˆ

´
d2

dt2
´ ω2

˙

: ynptq “

c

2

T
sin

nπt

T
(1.39)

orthonormal:

T
ż

0

dt ynptq ymptq “ δn,m (1.40)

Eigenwerte:

ˆ

´
d2

dt2
´ ω2

˙

ynptq “

ˆ

n2π2

T 2
´ ω2

˙

ynptq ” λn ynptq(1.41)

Entwicklung von yptq “
8
ÿ

n“1

an ynptq (1.42)

ñ Srys “
m

2

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1

T
ż

0

dt anam ynptqymptqλm (1.43)

“
m

2

8
ÿ

n“1

a2n λn (1.44)

Variablentrafo:

yptq “

8
ÿ

n“1

an ynptq

dyptq “

8
ÿ

n“1

dan ynptq

Dy “ J
8
ź

n“1

dan (1.45)
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Jacobideterminante:

J “ N
Bpy1 . . . yN q

Bpa1 . . . anq
“ N

∣∣∣∣∣∣∣∣

B ypt1q
B a1

B ypt2q
B a1

. . . B yptnq
B a1

...
B ypt1q
B an

B yptnq
B an

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.46)

N ist die (unendliche) Konstante aus dem Maß (1.18)

ñ J ist ω-unabhängig!

F pT q “

ż

Dy eiSrys “ J

ż 8
ź

n“1

dan e
im
2

ř

n λn a
2
n (1.47)

“ J
8
ź

n“1

ż

dan e
im
2
λn a2n “ J

8
ź

n“1

” m

2πi
λn

ı´ 1
2

(1.48)

Bestimmung von J ohne die Determinante auszurechnen:
Für ω “ 0 ist die Übergangsamplitude die eines freien Teilchens mit x2 “ x1 “ 0,
vgl. (1.36),

xx2|e
´iH0T q|x1y “

c

m

2π iT
ei

m
2T
px2´x1q2 (1.49)

ñ Fω“0pT q “
´ m

2π iT

¯1{2

, λω“0n “
n2π2

T 2
(1.50)

Verhältnis für ω “ 0 und ω ‰ 0 enthält kein J ,

F pT q

Fω“0pT q
“

8
ź

n“1

ˆ

λn
λω“0n

˙´1{2

“

8
ź

n“1

˜

n2π2

T 2 ´ ω2

n2π2

T 2

¸´1{2

“

8
ź

n“1

ˆ

1´
ω2T 2

n2π2

˙´1{2

“

ˆ

sinωT

ωT

˙´1{2

(1.51)

ñ F pT q “
´ mω

2π i sin ωT

¯1{2

(1.52)

ñ Kpx2, t2; x1, t1q “
´ mω

2π i sin ωT

¯1{2

exp
!

i
mω

2 sin ωT

“

px22 ` x
2
1q cos ωT ´ 2x1x2

‰

)

(1.53)
Dies ist die Mehlerformel
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1.4 Das euklidische Pfadintegral

PIs aufgrund ihres oszillierenden Integranden (und des8-dimensionalen Maßes) ma-
thematisch nicht wohldefiniert

a) Übergang zu imaginärer Zeit, Wickrotation

Sei t “ e´iα τ P C mit τ P R
Re t

Im t

α

speziell α “
π

2
: t “ ´iτ

τ : “euklidische Zeit”, da xµ ¨ xµ “ t2 ´ x2

ÝÑ ´τ2 ´ x2 “ ´xE
µ xEµ “ ´xEµ ¨ xEµ (1.54)

Mit euklidischem 4er-Vektor xE
µ “ xEµ “ pτ, xq

Zeitentwicklungsoperator: U “ e´iHt Ñ e´Hτ

ñ für τ ą 0 positiv definiter und beschränkter Operator!

xx2|e
´iHpt2´t1q|x1y ÝÑ xx2|e

´Hpτ2´τ1q|x1y (1.55)

S “

t
ż

0

dt1
”m

2
9x2 ´ V pxptqq

ı

ÝÑ ´i

τ
ż

0

dτ 1

«

´
m

2

ˆ

dx

dτ 1

˙2

´ V pxp´iτ 1qq

ff

(1.56)

ñ iS Ñ ´

τ
ż

0

dτ 1
”m

2
9x2 ` V pxpτ 1qq

ı

” ´SE (1.57)

Durch Aufteilung in infinitesimale euklidische Zeitintervalle zeigt man auch direkt
analog zu (1.14)

xx2|e
´Hpτ2´τ1q|x1y “

ż

Dx e´SErxs (1.58)

Bemerkungen:

• SE reell und von unten beschränkt, Integral konvergiert

• euklidisches Pfadintegral ist reell

• Faktor e´SE unterdrückt Pfade, die stark von klassischer Lösung abweichen,
Dämpfung
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1.5 Vakuumerwartungswerte

Vakuumerwartungswerte = vacuum expectation values, VEV’s

Behauptung:

i)

x0|A|0y “ lim
τÑ8

xx2,
τ
2 |A |x1, ´

τ
2 y

xx2,
τ
2 |x1, ´

τ
2 y

(1.59)

ii)

x0|A|0y “ lim
τÑ8

Trpe´Hτ Aq

Trpe´Hτ q
(1.60)

vgl. Statistische Mechanik

Beweis:

i) Anmerkung: xα|eiHt “ pe´iHt|αyq: Ñ xα|eHτ ‰ pe´Hτ |αyq:

xx2,
τ

2
|A |x1,´

τ

2
y “ xx2| e

´H τ
2 Ae´H

τ
2 |x1y (1.61)

“
ÿ

n,m

xx2|ny xn|A|my xm|x1y e´En
τ
2

looomooon

e´E0
τ
2 e´pEn´E0q

τ
2

e´Em
τ
2

loomoon

...

Ò
Einschub

zweier VONS
H|ny “ En|ny

τÑ8
Ñ xx2|0y x0|x1y x0|A|0y e

´E0τ
 

1`Ope´const.τ q
(

(1.62)

xx2,
τ

2
|x1,´

τ

2
y “ xx2,

τ

2
| 1 |x1,´

τ

2
y ÝÑ
τÑ8

xx2|0y x0|x1y e
´E0τ

 

1`Ope´const.τ q
(

(1.63)

Division beider Ausdrücke ñ Behauptung

ii) Setze x1 “ x2 “ x und integriere über x ñ Spur
ż

dx xx|e´H
τ
2Ae´H

τ
2 |xy “ Tr

´

e´H
τ
2Ae´H

τ
2

¯

“ TrpAe´Hτ q(1.64)

“

ż

dx
ÿ

n,m

xx|ny xn|A|my xm|xy e´En
τ
2 e´Em

τ
2 (1.65)

“
ÿ

n,m

xn|A|my xm|

ż

dx|xy xx
looooomooooon

“ 1

|ny e´En
τ
2 e´Em

τ
2 (1.66)

“
ÿ

n

xn|A|ny e´Enτ wg. xm|ny “ δmn (1.67)

ÝÑ
τÑ8

e´E0τ x0|A|0y
 

1`Ope´const.τ q
(

(1.68)

Wiederhole mit A “ 1 und bilde Verhältnis
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Bemerkungen:

• Asymptotisches Verhalten für τ Ñ8 bewirkt Projektion auf Grundzustand

• Aus Gleichheit von i) und ii): Randbedingungen an x1, x2 spielen mit τ Ñ 8

keine Rolle bzw. kürzen sich heraus

Von besonderem Interesse sind VEV’s von Operatorprodukten, z.B.

x0|A|0y “ x0|xpt2qxpt1q|0y, t2 ą t1 (1.69)

mit xptq “ eiHt x e´iHt Heisenbergbild Ñ eHτ x e´Hτ “ xpτq

x0|xpt2qxpt2q|0y “ x0 | eiHt2 x e´iHpt2´t1q x e´iHt1 | 0y

ÝÑ
Wick
t“´iτ

x0 | eHτ2 x e´Hpτ2´τ1q x e´Hτ1 | 0y

“ x0|xpτ2qxpτ1q| 0y

“
iq

lim
τÑ8

xx2,
τ
2 |xpτ2qxpτ1q |x1,´

τ
2 y

xx2,
τ
2 |x1,´

τ
2 y

(1.70)

Pfadintegraldarstellung Nenner bereits bekannt, wg. Analogie zu stat. Mech. (1.60)
nennt man ihn “Zustandssumme”:

ZEpτq ” xx2,
τ

2
|x1,´

τ

2
y “ xx2 | e

´Hτ |x1y “

ż

Dy e´SErys (1.71)

Pfadintegraldarstellung Zähler: wieder in diskretisierter Zeit

´ τ
2

τ1 τ2
τ
2

x x

Rechnung analog zu (1.14), lediglich mit zusätzlichen Ortsoperatoren x, die auf die
eingeschobenen Orsteigenzustände entsprechende Faktoren xpτ1q, xpτ2q liefern.
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Alternativ:

xx2,
τ

2
|xpτ2qxpτ1q|x1,´

τ

2
y

“ xx2|e
´Hpτ{2´τ2q x e´Hpτ2´τ1q x e´Hpτ1`τ{2q|x1y (1.72)

“

ż

dxpτ2q

ż

dxpτ1q xx2|e
´Hpτ{2´τ2q|xpτ2qyxpτ2qxxpτ2q|e

´Hpτ2´τ1q|xpτ1qyxpτ1q

xxpτ1q|e
´Hpτ1`τ{2q|x1y

“

ż

dxpτ2q

ż

dxpτ1q
´

ż ypτ{2q“x2

yppτ2q“xpτ2q
Dy e´SErys

¯

xpτ2q

´

ż ypτ2q“xpτ2q

yppτ1q“xpτ1q
Dy e´SErys

¯

xpτ1q

´

ż ypτ1q“xpτ1q

ypp´τ{2q“x1

Dy e´SErys
¯

(1.73)

Umbenennen der Pfade ergibt insgesamt:

xx2,
τ

2
|xpτ2qxpτ1q |x1,´

τ

2
y “

ż

Dxxpτ2qxpτ1q e
´SErxs (1.74)

mit Pfaden xpτq, τ P
“

´ τ
2 ,

τ
2

‰

Beachte: linke und rechte Seite unterschiedlich bezüglich Zeitargumenten:

τ2ěτ1
Ó

x 0 |xpτ2qxpτ1q | 0 y “ lim
τÑ8

1

ZEpτq

ż

Dx

symm. unter τ1Øτ2
Ò

xpτ2qxpτ1q e´SErxs , (1.75)

Def. Zeitordnung:

T xpτ1qxpτ2q ” Θpτ1 ´ τ2qxpτ1qxpτ2q `Θpτ2 ´ τ1qxpτ2qxpτ1q (1.76)

ñ PI-Darstellung von VEV’s:

x 0 |T xpτ1qxpτ2q | 0 y “ lim
τÑ8

1

ZEpτq

ż

Dxxpτ1qxpτ2q e
´SErxs (1.77)

ZEpτq “

ż

Dx e´SErxs (1.78)

Bemerkung: Für endliches τ wähle periodische R. B.: x
´

´
τ

2

¯

“ x
´τ

2

¯

“ 0

Im Limes τ Ñ8 spielen die R.B. keine Rolle , siehe oben
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1.6 Greenfunktionen

Verallgemeinerung auf n-faches Produkt von Ortsoperatoren zu verschiedenen Zei-
ten: n-Punkt -Greenfunktionen

x0|Txpτ1q . . . xpτnq |0y “ lim
τÑ8

1

ZEpτq

ż

Dx xpτ1q . . . xpτnq e
´SErxs (1.79)

τ Ñ8: Projektion auf Vakuumzustand wie oben

lim
τÑ8

ab sofort impliziert, notiere durch ZEpτq Ñ ZE

Erzeugende Funktionale:

Sei jpτq eine reellwertige Funktion.

Def.: ZErjs ”
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

dτ1 . . . dτn x0|Txpτ1q . . . xpτnq |0y jpτ1q . . . jpτnq (1.80)

ZErjs ist ein Funktional

ZErjs “ 1 `

ż

dτ x0|xpτq |0y jpτq (1.81)

`
1

2!

ż

dτ1 dτ2 x0|Txpτ1qxpτ2q |0y jpτ1q jpτ2q (1.82)

` . . . (1.83)

“ x0|T exp

"
ż

dτ xpτq jpτq

*

|0y (1.84)

Die Koeffizienten der Taylorentwicklung dieses Funktionals sind die n-Punkt-Greenfunktionen:

x0|Txpτ1q . . . xpτnq |0y “
δn ZErjs

δjpτ1q . . . δjpτnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j“0

(1.85)

Man nennt ZErjs erzeugendes Funktional, da n-fache funktionale Differenziation
die n-Punkt-Funktionen erzeugt. Die jpτiq heißen ”Quellen”.

Kompakte Darstellung durch PI:

ZErjs “

ż

Dx e´SErxs`
ş

dτ jpτqxpτq

ż

Dx e´SErxs
(1.86)
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Zurück zu reeller Zeit: Umkehrung der Wickrotation

t “ e´iατ , αÑ 0 (1.87)

x0|Txpτ1q . . . xpτnq |0y Ñ x0|Txpt1qxptnq |0y (1.88)

Zrjs “ x0|T exp

"

i

ż

dt xptq jptq

*

|0y (1.89)

x0|T xpt1q . . . xptnq |0y “
1

in
δn Zrjs

δjpt1q . . . δjptnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j“0

(1.90)
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1.7 Erzeugendes Funktional für den harmonischen Oszillator

SE “

ż

dτ

ˆ

m

2
9x2 `

mω2

2
x2
˙

“
m

2

ż

dτ xpτq

ˆ

´
d2

dτ2
` ω2

˙

loooooooomoooooooon

“A

xpτq (1.91)

ZErjs “ Z´1E

ż

Dx e´SErxs`pj,xq (1.92)

ZE “

ż

Dx e´SErxs (1.93)

Klassische Lösung:

δpSErxs ´ pj, xqq

δxpτq
“ m

ˆ

´
d2

dτ2
` ω2

˙

xpτq ´ jpτq “ 0 (1.94)

R.B.: xpτq Ñ 0 für τ Ñ8

Ax “
1

m
j, ñ xc “

1

m
A´1j (1.95)

Explizite Form von A´1 ?

Lösung durch Fouriertrafo:

xpτq “

ż

dν

2π
x̃pνq e´iντ (1.96)

jpτq “

ż

dν

2π
j̃pνq e´iντ (1.97)

Einsetzen in Bewegungsgleichung:

pν2 ` ω2qx̃pνq “
1

m
j̃pνq, ñ x̃pνq “

1

m

1

ν2 ` ω2
j̃pνq (1.98)

Rücktransformation

xpτq “
1

m

ż

dν

2π

e´iντ

ν2 ` ω2
j̃pνq (1.99)

“
1

m

ż

dν

2π

ż

dτ 1
e´iνpτ´τ

1q

ν2 ` ω2
jpτ 1q (1.100)

“ ´

ż

dτ 1 DEpτ ´ τ
1qjpτ 1q “ ´pDE , jq “ ´DE ¨ j (1.101)

mit der Definition

DEpτq ” ´

ż

dν

2π

e´iντ

ν2 ` ω2
(1.102)
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Dies ist offenbar eine Green’sche Funktion zum Operator A,

ˆ

´
d2

dτ2
` ω2

˙

DEpτq “ ´δpτq ô A ¨DE “ ´1 (1.103)

Bemerkungen:

• Lösung xpτq ist eindeutig wegen R.B.

• Anwesenheit der ”Quelle”j führt zu inhomogener Dgl.

• DE ist Lösung der inhomogenen Dgl. mit Punktquelle

Auswertung von DE mit Residuensatz, komplexes ν:

Re ν

Im ν

C, τ ă 0

C, τ ą 0

iω

´iω

DEpτq “ ´

ż 8

´8

dν

2π

e´iντ

pν ` iωqpν ´ iωq

“ ´

ż

C

dν

2π

e´iντ

pν ` iωqpν ´ iωq

“ ´i

ˆ

´θpτq
e´ωτ

´2iω
` θp´τq

eωτ

2iω

˙

“ ´
1

2ω
e´ω|τ | (1.104)
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Zurück zum Pfadintegral: Zerlege Pfade xpτq “ xcpτq` ypτq mit xc “ ´
1
mDE ¨ j

SErxs ´ pj, xq “
m

2
px,Axq ´ pj, xq

“
m

2
pxc, Axcq ` 2

m

2
py,Axcq

looooomooooon

(wg. A symm.)

`
m

2
py,Ayq ´ pj, xcq ´ pj, yq

“ ´
1

2m
pj,DEjq ´

��
���

��
py,A ¨DE

loomoon

“´1

jq `
m

2
py,Ayq

`
1

m
pj,DEjq ´�

��pj, yq

“
1

2m
pj,DEjq `

m

2
py,Ayq (1.105)

ñ

ż

Dx e´SErxs`pj,xq “ e´
1

2m
pj,DEjq

ż

Dy e´SErys (1.106)

Damit erzeugendes Funktional:

ZErjs “ exp´
1

2m

ż

dτdτ 1 jpτqDEpτ ´ τ
1qjpτ 1q (1.107)

Greenfunktionen durch Differenziation nach j, z.B.

x0|Txpτ1qxpτ2q|0y “
δ2ZErjs

δjpτ1qδjpτ2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j“0

“ ´
1

m
DEpτ1 ´ τ2q (1.108)

Analytische Fortsetzung zu rellen Zeiten:

τ “ it , ν “ iνE (1.109)

Dptq “ ´iDEpitq “ ´

8
ż

´8

dν

2π

e´iνt

ν2 ´ ω2
(1.110)

Fortsetzung nicht eindeutig, da Pole auf reeller Achse, diese können auf verschiedene
Weise integriert werden. Äquivalente DGl.:

ˆ

´
d2

dt2
´ ω2

˙

Dptq “ ´δptq (1.111)

besitzt mehrere Lösungen, analytische Fortsetzung wählt eine aus

Vorschrift:
Rotation von t Gegenuhrzeigersinn

Rotation von ν Uhrzeigersinn

+

νt bleibt reell
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ñ Legt fest, wie an Polen vorbei inte-
griert werden kann

Im(ν)

Integrationsweg

α
→

0
+

α
→

0
+

Re(ν)

A−1(τ1, τ3) = −e−2iα

2πm

∫
dν

e−iν(τ1−τ3)

(ν + e−iαω)(ν − e−iαω)
=

= −e−2iα

2πm

(
Θ(τ1 − τ3)(−2πi)

e−ie−iαω(τ1−τ3)

+2e−iαω
+ Θ(τ3 − τ1)(+2πi)

e−ie−iαω(τ3−τ1)

−2e−iαω

)
=

=
ie−iαe−ie−iαω|τ1−τ3|

2mω
. (81)

• Verallgemeinerung von (73):

Z[j] = exp

(
− e−2iα

4mω

∫
dτ1

∫
dτ2 j(τ1)e

−ie−iαω|τ1−τ2|j(τ2)
)

; (82)

die Minkowski-Version erhält man für α → 0+ (schreibe i.d.R. tj statt τj),

Z[j] = exp

(
− 1

4mω

∫
dt1

∫
dt2 j(t1)e

−iω|t1−t2|j(t2)
)

, (83)

für α = π/2 → Gleichung (73).

Physikalische Anwendung: Berechnung der Energiedifferenz von Grundzustand und
erstem angeregten Zustand

• Parität ist Symmetrie des HOs, da [H,P ] = 0; Energieeigenzustände können damit nach
ihrer Parität (P = + oder P = −) klassifiziert werden.

• |j⟩ und |k⟩ bezeichnen in der folgenden Gleichung Energieeigenzustände des HOs mit
identischer Parität; dann gilt

⟨j|x|k⟩ = −⟨j|P †xP |k⟩ = −P 2⟨j|x|k⟩ = −⟨j|x|k⟩, (84)

woraus ⟨j|x|k⟩ = 0 folgt.

• 2-Punkt-Funktion:

⟨Ω|x(τ)x(0)|Ω⟩ = ⟨Ω|e+Hτx(0)e−Hτx(0)|Ω⟩ =
∑

j

∣∣∣⟨Ω|x|j⟩
∣∣∣
2
e−(Ej−EΩ)τ ; (85)
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Dies ist äquivalent zu

´ lim
εÑ0

ż

dν

2π

eiνt

ν2 ´ ω2 ` iε
(1.112)

Damit wieder aus Residuensatz:

Dptq “
i

2ω

“

Θptq e´iωt `Θp´tq eiωt
‰

“
i

2ω
e´iω|t| (1.113)

Erzeugendes Funktional:

Z rjs “ exp

"

i

2m

ż

dt ds jptqDpt´ sq jpsq

*

(1.114)

x0|T
´

xpt1qxpt2q
¯

|0y “ ´
i

m
Dpt1 ´ t2q (1.115)

Bestimmung des Spektrums aus euklidischer Zweipunktfunktion:

x0|xpτqxp0q|0y “ x0|eHτxp0qe´Hτxp0q|0y “
ÿ

n

x0|xp0q|nyxn|xp0q|0ye´pEn´E0qτ

“
ÿ

n

|x0|xp0q|ny|2 e´pEn´E0qτ (1.116)

Klassifizierung der Zustände durch erhaltene Quantenzahlen, beim H.O. Parität:

P : xP “ P :xP “ ´x, rH,P s “ 0 (1.117)

P -Operator vertauscht mit Hamiltonian, da H gerade in x; Matrixelemente:

xn|x|my “ ´xn|P :xP |my “ ´pnpmxn|x|my (1.118)

mit Paritätseigenwerten pn P t´1, 1u. D.h. Matrixelemente zwischen Zuständen glei-
cher Parität verschwinden, insbes. x0|xp0q|0y “ 0. Sei |1y niedrigster Zustand mit
negativer Parität.

lim
τÑ8

x0|xpτqxp0q|0y “ |x0|xp0q|1y|2 e´pE1´E0qτ ` . . . , (1.119)

weitere Terme gehen schneller gegen Null als der führende. Aus dem exponentiellen
Abfall Bestimmung des niedrigsten Energieeigenwerts über dem Vakuum. Vergleich
mit (1.104) zeigt tatsächlich

E1 ´ E0 “ ω . (1.120)
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1.8 Verallgemeinerung: n-dim Systeme mit quadratischer Wirkung

Harmonischer Oszillator, Systeme gekoppelter Oszillatoren, Gitterschwingungen, frei-
es e.m. Feld, Näherungen wie Störungstheorie oder semiklassische Approximation

Für QM-Systeme in einer Dimension:

SE “
1

2
px, Axq “

1

2

ż

dτ dτ 1 xpτqApτ, τ 1qxpτ 1q (1.121)

Beispiel harmonischer Oszillator:

Apτ, τ 1q “ m

ˆ

´
d2

dτ2
` ω2

˙

δpτ ´ τ 1q (1.122)

ZErjs “
1

ZE

ż

Dx e´
1
2
px,Axq`pj,xq (1.123)

ZE “

ż

Dx e´
1
2
px,Axq (1.124)

Gaußintegral über R:

8
ż

´8

dx e´
a
2
x2`bx “

c

2π

a
e
b2

2a , a ą 0 (1.125)

Jetzt Ausdehnung auf Rn:
Sei x εRn, A “ pAijq i, j “ 1, . . . n , A reell, symmetrisch, positiv

px, Axq “
ÿ

i,j

xiAij xj (1.126)

Nun betrachte n-dimensionales Gaußintegral

I “

ż

dnx e´
1
2
px,Axq`pj,xq (1.127)

ñ Berechnung wie in 1-Dim., zerlege in Fluktuationen um klassische Lösung

δS “ 0 : d
dxk

`

`1
2 xiAij xj ´ ji xi

˘

“ 0 (1.128)

1
2 Akj xj `

1
2 xiAik ´ jk “ 0 (1.129)

A´1jk | Aki xi “ jk (1.130)

ñ xcj “ A´1jk jk (1.131)

Allgemeiner Pfad: xi “ A´1ij jj ` yi (1.132)

dnx “ dny (1.133)
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´
1

2
px,Axq ` pj, xq “ ´

1

2
pA´1ik jk ` yiqAijpA

´1
jl jl ` yjq ` jipA

´1
ik jk ` yiq

“ ´
1

2
pA´1ik jkji ` jkyk ` yiji ` yiAijyjq ` jiA

´1
ik jk ` jiyi

“
1

2
jiA

´1
ij jj ´

1

2
yiAijyj (1.134)

“
1

2
pj, A´1jq ´

1

2
py,Ayq (1.135)

ñ I “ exp
1

2
pj, A´1jq

ż

dny exp´
1

2
py,Ayq (1.136)

Mit A “ A1{2A1{2 (Wurzel der Matrix definiert über Diagonalform und Eigenwerte)

Variablentrafo: y1i “ A
1{2

ij yj

ż

dyn exp´
1

2
py,Ayq (1.137)

“ pdet A
1{2q´1

ż

dny1 e´
1
2

řn
i“1 y

1
iy
1
i (1.138)

“ pdetAq´
1{2 p2πq

n
2 (1.139)

ñ I “

ż

dnx e´
1
2
px,Axq`pj,xq “ p2πq

n
2 pdetAq´

1
2 exp

1

2
pj, A´1jq (1.140)

Pfadintegral: benötige Variante für unendlich viele Zeitscheiben

ZErjs “ lim
NÑ8

´

p2πq
n
2 pdetAq´

1
2

¯N{2
exp 1

2

řN
k“1 εpjpτkq, A

´1jpτkqq
´

p2πq
n
2 pdetAq´

1
2

¯N{2
(1.141)

ñ ZErjs “ exp
1

2
pj, A´1jq (1.142)

mit pj, A´1jq “
ş

dτ jkpτqA
´1
kl jlpτq

22


